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Resumen.

En la industria hay elementos en movimiento donde la friccion y el desgaste estan
presentes en todo momento, para describir mejor este fenomeno existe una ciencia
denominada tribologia, una ciencia que tiene una gran importancia, principalmente en la
optimizacion de los recursos, pero aplicada de una forma correcta ayuda a una mejor
produccién y reduccion de costos en la industria.

La importancia de la tribologia radica en las bondades que brinda al conocer y
estimular la investigacion de friccidn, la lubricacion y el desgaste que se produce en cada
uno de los actuadores y en el robot mismo que se encarga de desempefiar distintas tareas
programadas, haciendo que estos factores logren mermar la eficiencia y eficacia de
produccion en la industria.

Los pares y fuerzas de friccion estan presentes en todos los sistemas mecanicos, y su
adecuado funcionamiento ejerce una gran influencia, ya que es totalmente decisiva en el
adecuado control del movimiento en cualquier sistema de esta indole, permitiendo
determinar la fiabilidad, la vida util y el uso efectivo de la energia y su aprovechamiento en
la industria.

La tribologia es una de las ciencias de mayor desarrollo en los ultimos afos, esto es
demostrado por el aumento de estudios con respecto a afos anteriores, debido a que por
efectos de la friccion y el desgaste, es mayor la cantidad de energia requerida para que se
puedan desempefiar las mismas tareas de los robots industriales.

Hoy en dia es mas factible calcular el desgaste y como los procesos para lograrlo se
tornan mas econdémicos y faciles, dentro de algunos afios esto sera exigencia para las
maquinas y sus elementos, incrementandose los métodos de control y las medidas
preventivas. En un futuro también el desgaste, su control y su diagndstico formaran parte de
los sistemas de calidad.

La friccion es el objetivo fundamental del estudio de la tribologia, los trabajos
realizados hasta ahora, han aportado conocimientos importantes en el area de contacto y la
adhesion, sin embargo no se ha logrado una teoria completamente elaborada, ya que a la
friccion la envuelve un sin nimero de procesos complejos que son altamente dificiles de
modelar y que residen principalmente en la superficie de contacto.

Esta tesis tiene como proposito dar a conocer los aspectos tribologicos clasicos que
afectan el desempefio de un robot manipulador, para ello se discuten los fundamentos
matematicos presentes en el fendmeno de friccion, analizando efectos e influencias de este
fenémeno, se muestra la influencia de la friccion en el desempefio de un robot manipulador
a partir de los diferentes modelos existentes en el estado del arte. Se presentan resultados a
nivel simulacion de identificacion de friccion en un actuador tipico de un robot
manipulador, este estudio permite obtener resultados altamente confiables del
comportamiento de la friccion, efectos e influencias en un robot, evaluando en un robot de
dos grados de libertad (robot R2GL).
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Acrénimos y abreviaturas.

A continuacion se presenta una lista de acronimos utilizados en este trabajo.

Notacion Descripcién

R2GL Robot de 2 grados de
libertad

gdl Grados de libertad

GSM Generalized Maxwell_slip
Model (Modelo

generalizado de
Mawell slip)

seg Segundos

L; Longitud del eslabon 1 del
R2GL

L, Longitud del eslabon 2 del
R2GL

m Masa del eslabon 1

mp Masa del eslabon 2

X1 Posicion del eslabon 1 en
el gje x

Vi Posicion del eslabon 1 en
elejey

0, Angulo del primer eslabon

con respecto al eje x

0, Angulo  del  segundo
eslabon con respecto al
primer eslabon

S| Seno del angulo del primer
eslabon.
S? Seno del angulo del

viil



Segundo eslabon.

Ci Coseno del éngulo del
primer eslabon.

C2 Coseno del éngulo del
segundo eslabon.

K Energia cinética del primer
eslabon.

K> Energia cinética del segundo
eslabon.

Py Energia potencial del primer
eslabon.

P, Energia  potencial del
segundo eslabon.

LCG; Longitud al centro de
gravedad del eslabon 1.

LCG; Longitud al centro de
gravedad del eslabon 2.

L Lagrangiano

X



Capitulo 1

Introduccidén

1.1 Objetivos de la tesis

1.1.1 Objetivo general

Determinar los efectos e influencia de la friccion en robots manipuladores,
aplicando los distintos modelos de friccion existentes, a nivel simulacion.

1.1.2 Objetivos especificos

1. Estudiar los diferentes fenomenos de friccion inherentes a los sistemas
electromecanicos.

2. Realizar un breve estudio del estado del arte de tribologia en robots manipuladores.

Realizar simulaciones de friccion para un modelo masa-resorte.

4. Implementar en simulacion distintos modelos de friccion en un robot planar de dos
grados de libertad.

5. Obtener las influencias de la friccion en un robot planar de dos grados de libertad, a
través de la simulacion de los distintos modelos de friccion.

W

1.2 Antecedentes

Los fenomenos de friccion son propiedades dinamicas existentes en todo sistema
electromecanico, tal es el caso de las articulaciones de un robot manipulador. La friccion,
entre otras cosas, depende de la velocidad articular o lineal de dos cuerpos en contacto
directo o a través de un lubricante. Para el caso de las articulaciones de revolucioén depende
de la velocidad angular, cuando la articulacién es prismatica depende de la velocidad
tangencial. La friccion, al ser un fendmeno inherente a la dindmica de un robot afecta su
desempefio, propiciando oscilaciones, inestabilidad, par articular excesivo, mala regulacion
del robot a una region local de su espacio de trabajo, errores de seguimiento, desgastes en
transmisiones mecanicas y solidos en contacto.
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Existen tres tipos de friccion en las articulaciones de un robot, que se han
considerado como clasicos, estos son:

La friccidon viscosa o dinamica.
La friccion seca o de Coulomb.
3. La friccidn estatica.

N —

En el primer caso esta depende linealmente de la velocidad articular, sin embargo
para el segundo caso la friccion depende del signo de la velocidad articular.

A partir de esto se han descrito diferentes modelos de friccion, tal es el caso de:

Modelo de friccion viscosa-Coulomb.
Modelo de friccion de Karnopp.
Modelo de friccion de Armstrong.
Modelo de friccion de Dahl.

Modelo de la cerda.

Modelo integrador de reajuste.

Modelo de friccion de Bliman y Sorine.
Modelo de friccion de LuGre.

Modelo de friccion GSM.

XN bW =

En ellos son considerados diferentes desempefios relativos a la velocidad articular a
partir de una condicion inicial cero, aspectos que se discuten en esta tesis.

Los modelos de friccion previamente mencionados requieren del conocimiento de
los coeficientes de friccion viscosa, seca y estdtica, parametros que generalmente son
desconocidos en un sistema electromecanico como un robot manipulador.

Estos modelos de friccion han sido desarrollados con el propdsito de obtener un
modelo que involucre todas las propiedades dinamicas propias de las fuerzas de friccion,
sin embargo una teoria completamente s6lida atin no ha sido obtenida.

El conocer los modelos matematicos de la friccion y sus parametros, representa un
valor en la accion de control para el robot durante el desempefio de una tarea, dado que es
posible atenuar la influencia de la fricciéon durante la ejecucion de la tarea, y aminorar los
efectos y la influencia, ademas de propiciar un ahorro en la energia requerida por el robot
para el desempefio de su tarea. De igual forma es posible incrementar de manera importante
el desempefio en aplicaciones micrométricas, ya que en la actualidad, la industria exige un
menor margen de error en la produccion, y mayo exactitud en las tareas que realizan los
robots, como por ejemplo, la produccion de piezas mecanicas.
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1.3 Justificacion

En la actualidad el fendmeno no lineal de la friccion no ha sido considerado de
manera importante en la gran mayoria de los sistemas electromecénicos, que en el peor de
los casos son modelados con base en un sistema de ecuaciones diferenciales lineales,
modelos clasicos discutidos en la gran mayoria de la bibliografia clasica de modelado y
control de sistemas dinamicos. Sin embargo existen trabajos actuales en revistas indizadas
de prestigio internacional que discuten los modelos no lineales, la influencia y en algunos
casos las técnicas de identificacion paramétrica.

Los trabajos de identificacion de los pardmetros de friccion viscosa y seca, son
publicados exclusivamente para actuadores empleados como servomotores en sistemas
electromecanicos en lazo cerrado, sin embargo no hay trabajos discutidos de manera
explicita para robots manipuladores, situacion que se aborda en este trabajo profesional.

1.4 Planteamiento del problema

Los robots manipuladores son:

Modelados con sistemas altamente no lineales.

El modelo del robot es util como parte de su disefo.

3. La ley de control de movimiento para un robot manipulador es definida a partir del
modelo dindmico.

4. La ley de control puede o no depender del modelo y en algunos casos de su

estructura.

N —

Por lo tanto modelo dindmico de un robot manipulador es excesivamente util para
su disefio y su control. La dinamica de un robot manipulador tiene los siguientes fendmenos
dindmicos:

Fuerzas inerciales.
Fuerzas de Coriolis.
Fuerzas centripetas
Fuerzas gravitacionales
Fuerzas de friccion

Nk v -

La dindmica del robot, en los puntos 1, 2, 3 y 4, es determinada mediante la
formulacion clasica de Euler-Lagrange, que permiten el calculo del modelo sin friccion a
partir del balance de energias cinética y potencial que rigen el desempefio del robot,
conocido como Lagrangiano.
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Por tal motivo los fendmenos tribologicos que intervienen no son definidos en esta
metodologia, sin embargo son inherentes a la dindmica obtenida con ella y nada
despreciables, por tanto es de vital importancia determinar los efectos e influencia que
tienen las fuerzas de friccion en un robot manipulador.

El vector de fuerzas de friccion es importante para definir un modelo dindmico mas
preciso, y en consecuencia un disefio del robot y de su ley de control mas eficaz.

1.5 Solucion propuesta

En esta tesis se propone determinar el modelo dinamico de un robot manipulador
considerando al vector de fuerzas de friccion, empleando los modelos discutidos en los
antecedentes de esta tesis. Para ello se realizan simulaciones con los distintos modelos de
friccion, estableciendo pardmetros de friccion articular en un robot planar de dos grados de
libertad, que indiquen la influencia y efectos que propician. Se propone, para efectuar la
tarea a desarrollar en este estudio sobre friccion, aplicar los modelos de friccion un modelo
simple, tal como un sistema masa-resorte, y posteriormente hacer su aplicacion a un robot
planar de dos grados de libertad, sustituyendo el vector de fuerzas de friccion por los
principales modelos de friccion que existen, para ello conociendo las masas y longitudes
del robot es posible determinar las constantes de friccion viscosa y seca, mismas que seran
empleadas por los modelos de friccion, de tal manera que se obtengan resultados de
simulacion sobre las influencias que tiene la fricciébn en un robot manipulador de dos
grados de libertad.

1.6 Metodologia

Metodologia para la obtencion de las influencias de los fendmenos de friccion en un
robot manipulador de dos grados de libertad.

1. Recopilar informacion sobre los distintos modelos de friccion existentes, asi mismo
comprender su desarrollo matematico.

2. Despejar del sistema masa-resorte el término de friccion que afecta a este tipo de
sistemas.

3. Aplicar los principales modelos de friccion en un sistema masa-resorte,
sustituyendo estos modelos en el término de friccion del sistema, obteniendo
influencias de la friccion a través de una serie de simulaciones para obtener dicho
resultado.

4. Despejar del modelo dinamico del robot los términos de friccion, para poder realizar
el mismo experimento que en 3 y de esa manera obtener las influencias de la
friccidon en un robot manipulador de dos grados de libertad.
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5. Instrumentar el resultado de la componente de friccion a nivel simulacién para
ambas articulaciones.

6. Realizar el experimento con el robot R2GL, dejandolo en una condicion inicial que
permita someterlo a fuerzas gravitatorias, para que llegue a un punto de equilibrio
estable, monitoreando el comportamiento de la friccion durante el experimento.

7. Determinar a través del experimento propuesto las influencias y efectos de la
friccion en el R2GL, para concluir de acuerdo a los principales modelos de friccion,
tales como la friccion compleja de D” Lugre o la friccion basada en el modelo Dahl
y el modelo GSM, la existencia de fendmenos tribologicos a nivel simulacion.

1.7 Contribucidn de la tesis

Las contribuciones de este trabajo de investigacion se muestran a continuacion:

e Comprobacion de fendmenos triboldgicos en sistemas mecanicos.

e Aplicacion de modelos de friccion a un sistema masa-resorte, para determinar
influencias de la friccion en este tipo de sistemas.

e Implementacion de los principales modelos de friccion en la dindmica propia de un
robot manipulador de dos grados de libertad.

e Determinacion de las influencias de las fuerzas de friccion en un robot manipulador
de dos grados de libertad.

e Evaluacion de las influencias y efectos del fenomeno de friccion y obtencion de
resultados a nivel simulacion.

1.8 Organizacion de la tesis

Este trabajo de investigacion se encuentra dividido en cinco capitulos, dos
apéndices, glosario y referencias bibliograficas. En cada capitulo se inicia con una breve
introduccién y conclusiones al término del mismo.

En el Capitulo 1 se presentan un breve resumen del contenido del trabajo de
investigacion, los objetivos, antecedentes, planteamiento del problema, una justificacion del
trabajo, asi mismo una solucidon propuesta.

En el Capitulo 2 se dan a conocer las principales generalidades de los fenomenos
tribologicos y los diferentes componentes de esta ciencia, principalmente la friccion y los




Capitulo 1: Introduccion.

distintos modelos de friccion existentes, asi como las propiedades dinamicas de un robot
manipulador de dos grados de libertad y modelado por medio de Euler-Lagrange.

En el Capitulo 3 se describe el sistema masa-resorte y se presentan diversas
simulaciones del sistema de acuerdo a los principales modelos de friccion, presentando las
influencias de la friccion en este tipo de sistemas.

En el Capitulo 4 se propone despejar del modelo dinamico del robot manipulador de
dos grados de libertad las fuerzas de friccion, y sustituirlo por los principales modelos de
friccion, para determinar mediante simulaciones la influencia de la friccion y sus efectos en
el R2GL, para ello se realiza un bosquejo del robot de una forma general.

El Capitulo 5 retne las conclusiones generales de esta tesis y describe las
perspectivas y bases generales para trabajos futuros.

Se constituyé un glosario organizado léxico-graficamente y debidamente
referenciado, con el propdsito de situar al lector de este trabajo en el contexto de la robdtica
y en particular de los temas tratados en esta tesis.

Se incluyen las referencias consultadas a las que se da crédito oportuno a lo largo de
esta tesis. Se presentan dos apéndices que dan a conocer los programas de simulacion
utilizados para obtener los resultados presentados en el trabajo, tanto del sistema masa-
resorte, como del R2GL.




Capitulo 2

La tribologia en los sistemas
electromecanicos.

2.1 Introduccidén

El concepto de “tribologia” fue usado por primera vez en un informe elaborado por
la Comisién del Ministerio de Educacion y Ciencia de la Gran Bretafia el 9 de marzo de
1966, hace exactamente 41 afos, por lo que esta fecha se reconoce como la del nacimiento
de la tribologia como una nueva disciplina cientifica [1].

Desde el nacimiento de la tribologia, ésta comenzd adquirir una gran relevancia
como disciplina, debido a que gracias a ésta es posible optimizar y economizar recursos,
materia prima y materiales energéticos, siendo estos ultimos los de mayor importancia,
debido a que logrando un adecuado estudio de la friccion y su identificacion, se puede
lograr una compensacion de los efectos que esta produce, de la misma manera obtendremos
como resultado un ahorro de energia, lo cual nos llevara a lograr los objetivos establecidos
y gozar de multiples beneficios. Asi mismo en muchos paises gracias a su caracter
interdisciplinario y sus multiples aplicaciones en una gran variedad de ciencias, su estudio
ha sido trascendental y con un gran interés mostrado por diversas ciencias.

Gracias al caracter multidisciplinario al que se hace mencion, podemos encontrar
que las disciplinas mayormente relacionadas con la tribologia son la fisica, por la aplicacion
de esta ciencia con respecto al movimiento que se ejerce entre dos cuerpos, ya que es ahi
donde comienza el fendmeno denominado friccion; con la quimica, ya que esta ciencia se
encarga de aportar al fendmeno un estudio mas preciso que se realiza a nivel molecular; la
metalurgia, debido a que en la industria y en la robdtica se consideran mayormente metales
en constante rozamiento, lo cual produce friccion y desgaste; la ciencia de los materiales,
para un mayor entendimiento del comportamiento de los distintos materiales que componen
los distintos equipos en la industria, y de los cuales es esencial conocer cudl es el tiempo de
vida que se calcula, para posteriormente compensando la friccion, llegar aumentar este
periodo funcional de las maquinas; y entre muchas otras disciplinas que se relacionan con
la tribologia.

Existe un gran apoyo en la economia, las matematicas y la computacion como base
para los estudios que se han realizado y que conocemos hasta el dia de hoy, la tribologia
tiene principalmente el propodsito de realizar investigaciones en la friccion, la lubricacion y
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el desgaste en los sistemas electromecanicos. La relevancia que ha llegado a tener esta
ciencia es tal que se ha convertido en una de las disciplinas de mayor crecimiento en las
ultimas décadas, para muestra de esto tan solo basta con observar el enorme incremento de
catedras universitarias y estudios de diversos investigadores y el interés que han puesto
para lograr nuevos conocimientos en esta area, ademds las recomendaciones y medidas
aplicadas por varios gobiernos de paises desarrollados, las cuales engloban la formacion de
cuadros, desarrollos de investigaciones, introduccion tecnoldgica de resultados y creacion
de centros especializados, todo esto para lograr ahorros energéticos para sus paises.

Varios expertos consideran que en 1978, en Norteamérica, solo por efecto de la
friccion y el desgaste se gastd de energia una cantidad equivalente a la necesaria para
mantener a la ciudad de Nueva York durante un afio. Estas pérdidas alcanzaron el valor de
20 MM USD, considerando el precio de barril de petroleo en 30 USD. En la industria de
construccion de maquinaria se estima que, entre el desgaste y la fatiga se produce el 95%
de las causas de salida de servicio de los elementos de maquina, no considerando aqui,
aquellos que estando desgastados contintan trabajando y son causa de pérdida de eficiencia
en mecanismos y maquinas [1].

Los datos presentados son datos contundentes de la relevancia que tiene el estudio
de la tribologia en la industria, y de la importancia de tener un fundamento sélido que nos
ayude y facilite la identificacion de friccion, el desgaste y lubricacion de los sistemas
electromecanicos, para permitir una prediccion acertada de los efectos que esto conlleva. Se
debe tomar en cuenta que es posible atenuar estos efectos, pero no existe la posibilidad de
eliminarlos, ya que la friccion es un fendmeno fisico inevitable.

2.2 Breve descripcion del estado del arte

Para diversos tipos de sistemas electromecanicos se han aplicado distintos
algoritmos para la identificacion de friccion, de los cuales ahondaremos en esta breve
descripcion del estado del arte, esto para tener un panorama mas ampli6 de la importancia
que tiene el desarrollo de nuevos y mejores algoritmos dedicados a estudiar la friccion y los
efectos que esta tiene en los diversos sistemas electromecénicos.

El primer modelo de friccion fue un modelo elaborado por Leonardo Da Vinci
(1452-1519), un modelo clasico de friccion, realizando este modelo para la friccion
estatica, modelo en el cual sostuvo que la fuerza de friccion es proporcional a la carga,
ademas de ser opuesta a la direccion del movimiento y que es independiente del area de
contacto [14].

Para el afio de 1975 Coulomb desarrollo un modelo, en el cual describio el
fenomeno de friccion, describiendo un modelo inicial, que tiempo después se convirtid
para ser conocido como fricciéon de Coulomb [14].
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Hoy en dia es mas factible calcular el desgaste y como los procesos para lograrlo se
tornan mas econdémicos y faciles, pero se estima que en los proéximos anos, los estudios
sobre tribologia tomaran mayor relevancia en una busqueda por optimizar recursos en las
industrias y lograr tantos ahorros como sea posible, sin sacrificar la calidad de la
produccion.

La friccion es el objetivo fundamental de estudio en la tribologia, debido a que es el
factor mas importante en el desgaste de materiales, los cuales son afectados por distintos
tipos de friccion [1]. Los trabajos hasta ahora desarrollados han aportado conocimientos
importantes en el area real de contacto, la adhesion y el surcado; aunque hasta la fecha no
se ha logrado el desarrollo de una teoria completamente elaborada.

La friccién ocurre en todos los sistemas mecanicos existentes, como lo son por
ejemplo transmisiones, cilindros neumaticos, cilindros hidraulicos, valvulas, robots,
etcétera.

El problema fundamental reside en que la friccion depende de un sin numero de
procesos complejos en la superficie de contacto. Muchos trabajos actuales estan dirigidos a
estudiar la topografia y la superficie de contacto, asi como el calculo del area real de
contacto. Sin embargo, un método experimental efectivo para ello atin no ha sido
elaborado [1].

En los ultimos afios se establecieron muchos mecanismos y procesos de desgaste,
tales como el adhesivo, el abrasivo, el de fatiga, el de corrosion, y el de separacion o
desprendido por capas. La mayoria de estos mecanismos han sido confirmados por ensayos
de laboratorio; pero, el area o region donde cada uno se produce no ha sido totalmente
definida [1].

En el modelado de los procesos tribologicos ha habido avances importantes, sobre
todo, en lo que a lubricacion hidrodinamica se refiere. Mucho mas atrasada esta la
modelacion en los modelos comunes de friccion, lubricacion limite y desgaste. Esto se debe
a lo complejo de la interaccion en la superficie de contacto y para ello hay que acometer en
esto el trabajo en forma multidisciplinaria [1].

A pesar de lo complejo que es el modelado del fendmeno de friccion existen
bastantes investigadores preocupados por obtener un modelo de friccion que permita una
mejor medicion de este fendémeno en los distintos actuadores que componen a un robot,
para lograr de esta manera conocer las influencias que conlleva la friccion, tales como el
desgaste de los materiales.

La friccion viscosa y la friccidn de Coulomb son en gran medida los componentes
mas populares en los modelos de friccion utilizados para el control de sistemas mecanicos.
Ambas producen fuerzas contra el movimiento relativo entre los cuerpos en contacto, pero
la friccion viscosa es proporcional a la velocidad, mientras la friccion de Coulomb depende
del signo de velocidad. Estos componentes de friccion son algunas de las mayores
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limitaciones en el funcionamiento de sistemas de alta precisidbn en posicionamiento y
movimiento de mecanismos [2].

Modelos mas elaborados incorporan ademas de la friccion viscosa y de Coulomb
también el efecto Stribeck, para una mejor captura del comportamiento del movimiento a
bajas velocidades [15].

Existen también los modelos dinamicos de la friccion donde la fuerza real de la
friccion o el esfuerzo de torsion es una funcion de la velocidad instantanea pero también del
comportamiento previo.

Dentro de la clase de los modelos dinamicos, podemos encontrar el modelo
propuesto por LuGre, modelo en el cual se describen los efectos de la friccion viscosa y de
Coulomb, pero también un comportamiento mds complejo de la friccion, en el cual
envuelve otros efectos como el movimiento de rozamiento y deslizamiento, el pre-
deslizamiento, también los efectos de Dahl y de Stribeck, y un retraso friccional [2].

Otro modelo dindmico para friccion fue el propuesto en marzo del afio de 1995, la
cual es referenciada en [2]. El modelo propuesto captura la mayor parte del
comportamiento de la friccion que ha sido observado experimentalmente. Este modelo
propuesto captura también el efecto Stribeck, histéresis, un procedimiento de medida de
friccion, caracteristicas para el fenomeno de stiction, y variacion de la fuerza disipativa.
Algunas de las propiedades para el disefio del control son investigadas mediante un analisis
y simulacion. En este modelo propuesto se proponen estrategias de control, incluyendo un
observador de friccion, en este trabajo de investigacion se presentan resultados de
estabilidad.

Otra publicacion en este mismo sentido fue hecha en el mes de agosto del afio 2000,
la cual se muestra en [2], en la cual se presenta un procedimiento para la medida de
friccion, el cual incluye friccion viscosa y de Coulomb, este procedimiento realiza la
medicion de friccidn para sistemas mecanicos equipados de sensores de alta precision de la
velocidad. El método propuesto en esta publicacion explota la estructura de la respuesta de
la velocidad predicha por varios modelos estandar que modelan friccion cuando se aplica
una entrada en forma de rampa directamente a un torque, presentando resultados
experimentales que demuestran alta exactitud del procedimiento propuesto [2].

El estudio de la friccion y el esfuerzo por encontrar un modelo que logre satisfacer
de una forma adecuada el modelado de friccion, es cada vez mayor, debido a que es de gran
importancia el conocer todas la influencias que trae consigo este fendmeno en todo sistema
mecanico. Multiples estudios para la medicion de friccion que se han llevado a cabo
presentan resultados satisfactorios para obtener valores reales de friccion y llevar a cabo
una correcta compensacion del fenomeno, y se espera que por el gran crecimiento que se
observa en este tipo de estudios, en un futuro tenga un auge atin mayor.

10



Capitulo 2: Tribologia en sistemas electromecanicos.

2.3 Conceptos preliminares de friccion

2.3.1 Friccion

Todo sistema mecanico de alta precision es intrinsecamente afectado por friccion
cuando existen cuerpos en contacto, la friccion es un fenomeno fisico inevitable presente en
los mecanismos y produce comportamientos indeseables en sistemas de control tales como
errores de colocacion y de seguimiento, y el limite completa un ciclo.

Cuando una superficie se coloca sobre otra, es necesario aplicar una fuerza
horizontal finita para iniciar el deslizamiento. Esta fuerza horizontal es la friccion estatica
entre las dos superficies cuya magnitud depende, entre otras cosas, de la limpieza de la
interfase, de tal modo que la friccion entre dos cuerpos es alta en el vacio.

La fuerza necesaria para mantener el deslizamiento debe ser mayor que la friccion
cinética entre las dos superficies. La resistencia al deslizamiento bajo traccion tangencial se
explicd durante mucho tiempo mediante la hipdtesis de la rugosidad que sugiere que las
crestas de una superficie descansan sobre los valles de la otra y la resistencia al movimiento
es el esfuerzo que deben realizar estas crestas para salir de los valles. La teoria actual de
friccion parte de la premisa basica de que el contacto ocurre en unos cuantos puntos
aislados debido a la naturaleza ondulatoria de las superficies. Las areas de contacto forman
uniones metalicas debido a la deformacion plastica o elastica, de manera que la resistencia
friccional es la fuerza necesaria para destruir estas uniones [4].

La friccion también puede ser definida como la fuerza de reaccion tangencial entre
dos superficies en contacto. Fisicamente esas fuerzas de reaccidon son los resultados de
muchos mecanismos diferentes, los cuales dependen de la geometria de contacto y la

topologia, propiedades del peso y superficie del material de los cuerpos, el desplazamiento
y la velocidad relativa de los cuerpos y la presencia de lubricacion [3].

fs max = HsM

—— —

fk = ],IkN

Fuerza de friccidn

Estatica Dindtnica

Fuerza aplicada
Fig. 2.1. Grafica de friccion estatica y dinamica [19].

11
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En la grafica 2.1 se muestran los dos principales tipos de friccion, estatica y
dinamica, donde la magnitud de la friccion estatica esta dada por f,,max = 4N, donde f,

es la fuerza de friccion estatica, p es el coeficiente de friccion estatica, y N es la fuerza
normal, y la magnitud de la friccion dinamica esta dada por f, = N, donde f,, es la

fuerza de friccion dindmica, g, el coeficiente de friccion dindmica y N la fuerza normal.

En contactos secos que se deslizan a través de superficies planas, la fuerza de
friccion puede ser modelada como una deformacion elastica y pléstica de las asperezas
microscopicas en contacto [3].

2.3.2 Friccién seca o de Coulomb

La teoria de friccion seca, o friccion de Coulomb, define las fuerzas de friccion
maximas que pueden ser ejercidas por superficies secas en contacto, y que se hallan en
reposo entre si. También define las fuerzas de friccion ejercidas por las superficies cuando
estas se hallan en movimiento relativo, es decir, deslizdndose unas con respecto de las otras

[5].

Mas a futuro, para ser preciso en el aio de 1975, Coulomb desarrolld este modelo y
el fenomeno de friccion descrito por el modelo, el modelo se convirtié para ser conocido
como friccion de Coulomb. El modelo es representado en la siguiente figura (2.2).

F
Fuerza de friccidn +

1":"

—»
Welocidad de deshzarmento

Fig. 2.2. Modelo de friccion de Coulomb [14].

En el modelo de friccion de Coulomb la fuerza de friccion puede ser descrita como:
Fo = Fnu,sgn(v) 2.1)

Donde F es la fuerza de friccion, Fn es la fuerza normal, g es el coeficiente de friccion
de Coulomb, sgn es la funcion signo y Vv es la velocidad. El modelo de friccion de

12
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Coulomb es, debido a su simplicidad, usado muy a menudo. En muchos textos es ademas
referido como una friccion dindmica y g descrita como un coeficiente de friccion

dinamica.

El coeficiente estatico.

La magnitud de la fuerza de friccibon maxima que se puede ejercer entre dos
superficies planas secas en contacto es:

f = uN 2.2)

Donde:
f, = Fuerza de friccion estatica.

N= Componente normal de la fuerza.
us— Coeficiente de friccion estatica (constante).

El coeficiente cinético

Segun la teoria de la friccion seca, la magnitud de la fuerza de friccion entre las dos
superficies planas y secas en contacto, que estdn en movimiento (deslizamiento) relativo es:

f =uN (2.3)

Donde:
f. = Fuerza de friccion cinética.

N= Componente normal de la fuerza.
w= Coeficiente de friccion dindmica (constante).

2.3.3 Friccion viscosa o dinamica

La friccion dinamica ocurre cuando dos objetos estan moviéndose relativamente
uno con otro y se frotan juntos, por ejemplo un trineo en el suelo. El coeficiente de friccion
dindmica es tipicamente denotada por s, y es usualmente menor que el coeficiente de
friccion estatica. Desde el punto de vista matematico, sin embargo, la diferencia entre
friccion estatica y dindmica es de menor importancia; permitiéndonos tener un coeficiente
de friccion el cual depende de una velocidad de deslizamiento y es tal que su valor es cero,
es el limite de la friccion dindmica 4, para la velocidad tendiendo a cero. Entonces una

solucion del problema de contacto con tal friccion de Coulomb, resuelve ademas el

13
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problema con el valor original de g, y cualquier friccion estatica mas grande que ese
limite.

Puesto que se ejerce la friccion en una direccion que es opuesta al movimiento, la
friccion dinamica usualmente hace un trabajo negativo, tipicamente retardandolo hacia
abajo. Sin embargo existen algunas excepciones, si la misma superficie esta bajo
aceleracion. Uno puede ver esto colocando una caja pesada sobre una manta, entonces
empujandola sobre la manta rapidamente. En este caso, la caja resbala al revés de la manta,
pero el movimiento es al frente del piso. Asi, la friccion dindmica entre la caja y la manta
acelera la caja en la misma direccion en que la caja se mueve, haciendo posible el trabajo.

La gréfica de la friccion viscosa o dinamica es expresada de la siguiente manera.

F

Fuerza de friccidn

1"?'

—»>

Welocidad de deshzarmento

Fig. 2.3. Grafica de friccion viscosa [14].

Ejemplos de friccion dinamica:

Friccion de fluidos. Es la friccion que se produce en un objeto sélido cuando cruza
a través de un liquido o un gas. La friccion del aire en un aeroplano o del agua en un
nadador son dos ejemplos de friccion de fluidos.

Friccion de deslizamiento. Es cuando dos superficies solidas se deslizan una contra
la otra. Poniendo un libro plano sobre un escritorio y moviéndolo alrededor es un ejemplo
de friccion de deslizamiento. Los factores que afectan este tipo de friccion son la fuerza
normal y la viscosidad de las dos superficies. Sin embargo el area superficial no es afectada
por la friccion de deslizamiento. Esta friccion es muy efectiva a la oposicion del
movimiento de un objeto y es la fuerza que causa que un objeto detenga su movimiento.
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2.3.4 Fendmeno de friccion estatica

El primer modelo de friccion estatica fue el modelo clasico de friccion de Leonardo
Da Vinci: La fuerza de friccion es proporcional a la carga, opuesta a la direccion del
movimiento y es independiente del area de contacto.

La friccion estatica ocurre cuando dos objetos no estan en movimiento relativo uno
con otro, por ejemplo, una piedra sobre una mesa. El coeficiente de friccion estatica es
tipicamente denotado por .

La fuerza inicial para conseguir el movimiento de un objeto es a menudo
denominado friccion estatica. La friccion estética es en la mayoria de los casos mas alta que
la friccion dinamica. La friccion balanceada ocurre cuando un objeto “rueda” sobre otro,
por ejemplo las llantas de un carro sobre el suelo. Este es clasificado dentro de friccion
estatica porque el area de la Ilanta en contacto con el suelo, en cualquier punto mientras la
llanta gira, es relativamente estacionario al piso.

La friccion limitada es el maximo valor de friccion estatica, igual a la fuerza
aplicada al cuerpo sobre el borde del movimiento que cruza una superficie.

El fenomeno de friccion estatica solo tiene una dependencia estatica en velocidad.
La idea de friccion estatica fue introducida por Morin en el afio de 1833, la cual es

una fuerza de friccidon opuesta a la direccion del movimiento cuando el deslizamiento de la
velocidad es cero.

F

Fuerza de friccidn +

1"?'

—»>

Velocidad de deslizamiento

Fig. 2.4. Grafica de la fuerza de friccion estatica [14].

La fuerza de friccion estatica es igual a las fuerzas extensibles mientras un maximo
o un minimo, es alcanzado: F_=Fnu,, F, =-Fngu,.

min
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donde:
F .. =Fuerza de friccion estatica maxima.

F ... =Fuerza de friccion estatica minima.

Fn =Fuerza normal.
u, = Coeficiente de friccion estatica (constante).

2.4 Modelos de friccion

La friccion es un fenomeno dificil de modelar debido a las muchas consideraciones
que se encuentran implicadas, por ejemplo temperatura, el material de los cuerpos, la
lubricacidn, el desgaste, etc. [2]. A pesar de la complejidad del fenomeno de la friccion, en
el control de sistemas mecanicos, podemos hallar que varios modelos son adoptados
generalmente en identificacion de friccion.

Los modelos utilizados para la identificacion de friccion, se dividen en dos tipos, el
primero hace referencia a los modelos estaticos y el segundo a los modelos dinamicos. Los
modelos estaticos comprenden los modelos cldsicos que existen para la identificacion de
friccion tales como son el modelo de friccion viscosa y de Coulomb (viscous plus Coulomb
memoryless model), el modelo de Karnopp (the Karnopp model) y el modelo de friccion de
Armstrong (Armstrong’s model). Los modelos dinamicos existentes son el modelo de
friccion de Dahl (the Dahl model), el modelo de friccion de cerdas (the bristle model), el
modelo integrador de reajuste (the reset integrator model), los modelos de friccion por
Bliman y Sorine (the models by Bliman and Sorine), los modelos para contactos lubricados
(Models for lubricated contacts), el modelo de friccion de LuGre (the LuGre model), y
dentro de estos mismo podemos considerar el modelo mas actual, el modelo generalizado
deslizado de Maxwell o GMS por su siglas en inglés (Generalized Maxwell-Slip).

En esta seccion se trata una breve descripcion de los modelos de friccion
mencionados.

Modelos clasicos

Los modelos clasicos de friccion consisten en diferentes componentes, cada cual
toma cuidado de ciertos aspectos de la fuerza de friccion. La idea principal es que la
friccion se opone al movimiento y que esta es una magnitud dependiente de la velocidad y
el area de contacto [3]. Esta por ejemplo se puede ser descrita por:

F = F. sgn(v) 2.4)
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donde:

F=Fuerza de friccion.
Fc=Friccion de Coulomb
sgn = Funcion signo

v = Velocidad

b Fricoion

N —

_“Veln cidad
-

Fig. 2. 5. Lazo de histéresis entre friccion y velocidad [3].

La figura 2.5 muestra la relacion entre friccion y velocidad, y de esta grafica
podemos concluir que la fuerza de friccion es menor para el decremento de la velocidad

que para el incremento de la velocidad. El lazo de histéresis se convierte mas de par en par
como la variacion de la velocidad se vuelve mas rapida.

_.——""'-.__-_—
v v
_.-—"'_/
Muestra la friccion de Coulomb Friccion viscosa mas Coulomb
C) F A d) F
__--""_/
-
vV \'
_.--"'_/

Friccion viscosa mas Coulomb combinando el fenomeno de Muestra como la fuerza de friccién puede decrecer continuamente
stiction de un nivel de friccion estatica

Fig. 2.6 Ejemplos de modelos de friccion estética [3].
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donde la fuerza de friccion K. es proporcional a la carga normal, es decir F. = uF . Esta

descripcion de friccion es llamada friccion de Coulomb, observe la figura 2.6 a) observe
que el modelo ideal de transmision. La friccion de Coulomb no especifica la fuerza de
friccion para velocidades cero. Eso puede ser cero o eso puede aceptar cualquier valor en el
intervalo entre —F. y F., dependiendo de como sea definida la funcion signo, situacion

que implica una indeterminacién en reposo, de la siguiente manera.

1; v>0
sgn(v)=< Indeterminacién; v=0
-1; v<0

A menudo se realiza una aproximacion con funciones hiperboélicas definidas con el
siguiente limite, como ejemplo: %im tanh (v)=sgn(Vv), es continua y derivable en toda la
-

extension de velocidades.

El modelo de friccion de Coulomb tiene, debido a su simplicidad, es usado a
menudo para la compensacion de friccion [3].

En el siglo 19 la teoria de hidrodinamica fue desarrollada conduciendo a
expresiones para la fuerza de friccion causada por la viscosidad de lubricantes.

El término friccion viscosa es usado para este componente de la fuerza, el cual es
normalmente descrito como:
F=Fv (2.5)
Donde:
F = Fuerza de friccion total
F, = Friccion viscosa
v = Término de velocidad

La friccion viscosa es combinada frecuentemente con la friccion de Coulomb como
muestra la figura 2.6 b). Mejor ajuste al dato experimental a menudo es obtenido por una
dependencia no lineal de la velocidad.

F=F, |v o sgn(v) (2.6)

Donde ¢, depende de la geometria de la aplicacion, es decir de la forma que posean las
superficies que se encuentran en contacto [3].
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F

/

—»>

/ Velooidad de deshzarmento

Fig. 2.7. Modelo de friccion viscosa y friccion de Coulomb [14].

Fuerza de fiic cinﬁn*

1"?'

El fenomeno de stiction es pequeio para friccion estatica como opuesta a la friccion
dindmica. Eso describe la fuerza de friccion en reposo [4]. Introducida la idea de una fuerza
de friccion en reposo que es mas alta que el nivel de friccion de Coulomb. La friccion
estatica contraria a las fuerzas externas bajo un cierto nivel y asi guarda un objeto del
movimiento [3].

Esta por lo tanto claro que la friccion en estado de reposo no puede ser definida
como una funcion de solo movimiento. En cambio esto tiene que ser modelado usando una
fuerza externa F,de la siguiente manera.

F if v=0 and |F,|<F, (2.7)

F.sgn(F,) ifv=0and|F|>F,

La fuerza de friccion para las velocidades cero es una funcion de la fuerza externa y
no de la velocidad. La manera tradicional de representar la friccion en diagramas de bloque
con la velocidad como entrada y la fuerza como la salida es por lo tanto no completamente
correcta. Si hacemos eso, el fenomeno de stiction debe ser expresado como una funcion
multivalor y eso quiere decir que puede tomar cualquier valor entre los dos extremos —F, y

F, . Especificando stiction de esta manera conduce a no unicamente una solucion de las
ecuaciones de movimiento para el sistema [3].

Los componentes clasicos de la friccion pueden ser combinados en diferentes
maneras, observe la figura 2.6 c), y cualquier combinacion se refiere como un modelo
clasico. Esos modelos tienen componentes que tienen cualquier linealidad en la velocidad o
constante. En el efecto Stribeck se observa que la fuerza de friccion no tiene un decremento
discontinuamente como en la figura 2.6 ¢), pero que la velocidad dependiente es contintia
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como esta mostrado en la figura 2.6 d). Esto es nombrado la fricciéon de Stribeck. Una
descripcion mas general de friccidon que los modelos clésicos es, por lo tanto [3],

F(v) if v20 (2.8)
F={ Fe if v=0 and |Fe| < F;

Fssgn(Fe) de manera diferente

donde F (v) es una funcion arbitraria, la cual puede mostrarse como en la figura 2.6 d). Un

numero de parametrizaciones de F (V) han estado propuestos. Una forma comun de la no

linealidad es

F(v)=F+(F—F.)e™ " +Fy (2.9)

donde v es llamada la velocidad de Stribeck. Tales modelos han sido usados por un largo

tiempo. La funciéon F es obtenida facilmente midiendo la fuerza de friccion para
movimientos con velocidad constante. La curva es frecuentemente asimétrica [3].

F

Fuerza de ﬂ'il:l:iljn+ \_’,

—»

/\ Velocidad de deslizarmiento

Fig. 2.8. Modelo de friccion viscosa, friccion de Coulomb, con el efecto Stribeck [14].

LZ"

2.4.1 Modelo de friccion de Karnopp.

La principal desventaja cuando usamos un modelo como en la ecuacion descrita en
(2.8), para simulaciones o propdsitos de control, esta el problema de deteccion cuando la
velocidad es cero. Un remedio para esto es encontrado en el modelo presentado por
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Karnopp. Este fue desarrollado para superar los problemas con la deteccion de velocidad
cero y para evitar cambios entre las diferentes ecuaciones de estado para sticking y

deslizamiento. El modelo define un intervalo de velocidad cero, V| < DV . Para velocidades

dentro de este intervalo el estado interno del sistema (la velocidad) puede cambiar y no ser
cero, pero la salida del bloque es mantenido en cero por un limite. Dependiendo de si

|v| < DV o no, la fuerza de friccion esta en cualquiera de las dos una version saturada de la

fuerza externa o una funcion estatica arbitraria de velocidad. El intervalo +£DV puede estar
bastante aspero y mantenerse ascendiendo asi para llamarse el comportamiento stick-slip.

El retiro del modelo esta relacionado con el reposo del sistema. La fuerza externa es
una entrada del modelo y esta fuerza no siempre es proporcionada explicitamente. El
modelo por lo tanto tiene que ser armado para cada una de las configuraciones. Variaciones
del modelo de Karnopp son ampliamente usadas desde que ellas permiten eficientes
simulaciones. Tiene el intervalo de velocidad cero, sin embargo, no coinciden con friccion
real.

Los modelos de fricciéon presentados por ahora tienen solo consideraciones de
friccion con velocidad constante. No prestan atencion al comportamiento de friccion
cuando la velocidad es variada [3].

2.4.2 Modelo de friccion Armstrong.

El modelo de friccion de Armstrong tiene una gran importancia y un gran nivel de
aplicacion, debido a que este modelo puede capturar un comportamiento verdadero cuando
se trabaja a bajas velocidades.

A bajas velocidades se produce un fenomeno importante denominado el efecto
Stribeck. El modelo es caracterizado por una reduccion de la friccion cuando la velocidad
crece mientras todavia estd dentro de valores bajos, y esto se encuentra descrito en el
modelo de Armstrong.

Descrito para algunos de los fendmenos observados de friccion dindmica un modelo
clasico puede ser modificado como lo propuesto por el modelo de Armstrong. Este modelo
introduce una dependencia temporal de stiction y el efecto Stribeck, pero no se encarga de
la sustitucion del predeslizamiento. Esto se lleva a cabo por la descripcion del
comportamiento de sticking para una ecuacién separada. Algunos mecanismos deben
gobernar el cambio entre el modelo para sticking y el modelo de deslizamiento. La friccion
es descrita por [3],

F(X)=o,x (2.10)
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Donde:
F(X) = Friccion de Armstrong en funcion de x

o, = Coeficiente de rigidez de una cerda.

Cuando se presenta el fenomeno de sticking por

2.11)

F(V,t)z Fo+F (}/,td) sgn(v)+ FVv

2

1+(v(t-7)/v,)

donde:
F (V,t) =Es la fuerza de friccion de Armstrong en sticking.

F. =Friccion de Coulomb.

Fs =Friccion de Stribeck.

F,v =Modelo de friccion viscosa.

sgn (V) = Funcion signo de la velocidad.
v, = Velocidad de Stribeck.

t, = Tiempo desde el rozamiento inicial.

Cuando se presenta el deslizamiento

y (2.12)
FS (7:td): FS,a =+ Fs,oo - Fs,at +y
d

donde:
Fs (7.ty) = Fuerza de friccion de Armstrong en deslizamiento.

Fs.. =Friccion de Stribeck

t, = Tiempo desde el rozamiento inicial.

Fs. es la friccion de Stribeck al final del periodo de deslizamiento previo y t,

tiempo pasado, es decir, el tiempo desde el rozamiento inicial. La friccion de deslizamiento
(2.11) es la friccion de Stribeck que ha sido remplazada por una version retrasada y donde
eso tiene un coeficiente dependiente del tiempo. El modelo requiere de siete parametros.

Dado que el modelo consiste de dos ecuaciones separadas, uno para la sticking y
uno para el deslizamiento (sliding), una declaracion logica- probablemente requiriendo un
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octavo parametro determina el cambio. Es mas, el modelo de estados tiene que ser
inicializado apropiadamente cada vez que el cambio ocurra.

2.4.3 Modelo de friccion de Dahl.

El modelo de Dahl fue desarrollado para el propodsito de simulado de sistemas de
control con friccion. El modelo es ademas ha sido usado para compensacion adaptable de
friccion. Los inicios del modelo Dahl fueron varios experimentos sobre friccion en servo
sistemas con bolas del cojinete. Esos experimentos indicaron que se producian contactos de
metales en la superficie. Dahl desarrollo un sencillo modelo comparativo que fue usado
ampliamente para simular sistemas con la friccion en las bolas de los cojinetes.

El punto de partida para el modelo de Dahl es la curva stress-strain en mecanismos
solidos clésicos, ver la figura 2.9. Cuando se somete a estrés la fuerza de friccion aumenta
gradualmente hasta que ocurre la ruptura. Dahl modelo la curva de stress-strain por una
ecuacion diferencial. Dejando a X ser el desplazamiento, F la fuerza de Friccion, y F, la

fuerza de friccion de Coulomb. El modelo de Dahl tiene la forma [3].

dF = a (2.13)
—=0|1-——sgnv
dx F.

donde o es el coeficiente de rigidez y o es un parametro que determina la forma de la
curva stress-strain, v es la velocidad, tal como se muestra en la figura 2.9, donde v es
representada por la derivada de la posicion (x), es decir X y la funcion sgn determina el

signo de la velocidad. El valor & =1 es el mas cominmente usado. Los valores més altos
\F

Osciloscopio
JIZI/
g

F

Fig. 2.9. Fuerza de friccion como una funcion de desplazamiento para el modelo de Dahl [3].

dados por la curva stress-strain con una forma de curva. La fuerza de friccion |F| nunca

serd mas grande que F_ si el valor inicial es tal que |F(0)| <F..
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Note que en este modelo la fuerza de friccion es solo una funcion de desplazamiento
y el signo de la velocidad. Esto implica que la fuerza de friccion es solo dependiente de la
posicion. Este supuesto valor independiente es una importante propiedad del modelo. Esto
hace que sea posible el uso de la teoria de operadores de histéresis. Esto es ademas usado
en extensiones del modelo.

Para obtener un modelo en el dominio del tiempo Dahl observo que

=—V=0

dF _dF dx _dF
dt  dx dt dx

F “ (2.14)
l——sgnv | Vv
)

El modelo es una generalizacion de la friccion ordinaria de Coulomb. El modelo de
Dahl tampoco captura el efecto Stribeck, lo cual es una proporcion del fendmeno
dependiente, ni tampoco captura el fenomeno de stiction. Esos son los principales motivos
para las recientes extensiones del modelo.

Para el caso a =1 el modelo de Dahl (2.14) se convierte en

Ya que sgn(v)=|v]
Fov-Fy (2.15)

Introduciendo F = oz el modelo puede ser escrito como

dz olv| (2.16)
—=V-——=Z
dt Fe

F=0z

2.4.4 Modelo de la cerda.

Haessig y Friedland introdujeron un modelo de friccion, el cual procura capturar el
comportamiento de los puntos de contacto microscopico entre dos superficies. Debido a
irregularidades en las superficies el nimero de puntos de contacto y su localizaciéon son
aleatorios. Como las superficies se mueven relativamente de una hacia otra la tension en el
enlace se incrementa y las cerdas actian como proporcionando un aumento de la fuerza de
friccion. La fuerza es entonces dada por la ecuacion (2.17).
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N (2.17)

donde N es el numero de cerdas, o, la rigidez de las cerdas, X;la posicion relativa de las
cerdas, y b, la localizaciéon donde la union fue formada. Como |Xi —bi| son iguales o5 el

enlace se rompe y uno nuevo es formado en una localizacion relativa aleatoria a la
localizacion previa.

La complejidad de este modelo incrementa con N . Buenos resultados fueron
encontrados utilizando de 20 a 25 cerdas, pero incluso una sencilla cerda da un
comportamiento cualitativo razonable. La rigidez de las cerdas,o,, puede hacerse

dependiente de la velocidad. Una propiedad interesante del modelo es que captura la
naturaleza aleatoria de la friccion. La aleatoriedad depende del ntimero de cerdas. El
modelo es ineficiente en simulaciones debido a su complejidad. El movimiento en sticking
puede se oscilatorio dado que las cerdas no estan lubricadas en el modelo [3].

2.4.5 Modelo integrador de reajuste.

Haessig y Friedland ademas propusieron el modelo integrado de reajuste. Este
modelo puede ser visto como un intento por hacer el modelo de cerdas computacionalmente
factible. En vez de encajar a presion una cerda el enlace es mantenido constante por el corte
del incremento en la tension en su punto de ruptura. El modelo utiliza un estado extra para
determinar la tension en la union, el cual es modelado por

2.1
%: 0 Si(v>0yz>2z,)o(v<0yz<-2)) 219

v De otra forma

La fuerza de friccion esta dada por

F=(1+a(z))o, (v)z+61%

(2.19)

dz . . . A
donde o, pr es un término del factor de amortiguamiento que estd activo solo cuando se

produce el fenomeno de sticking. El coeficiente del factor de amortiguamiento puede ser
elegido para proporcionar un factor de amortiguamiento del resultado de un sistema resorte-

masa-amortiguador. La stiction es archivada por la funcion a(z) , la cual esta dada por
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a if |7|<z, (2.20)

a(z)=

0 De otra forma

Si |z| < z, el modelo describe sticking donde la fuerza de friccion es una funcion de
z. Como la deflexion alcanza su maximo valor z,, la variable z sigue siendo constante y
la fuerza de friccion cae dado que a(z) se vuelve cero. La fuerza de friccion al estarse
deslizando es una funcién arbitraria de la velocidad dado por o, (V). El modelo integrador

de reajuste es mucho mas eficiente para simular que el modelo de cerdas, pero este tiene
una discontinuidad en z , y deteccion de |Z| > Z, es necesaria.

2.4.6 Modelo de friccion de Bliman y Sorine.

Bliman y Sorine han desarrollado una familia de modelos dindmicos en una serie de
papers [6, 7, 8]. Estos son basados en las investigaciones experimentales de Rabinowicz

[9].

Bliman y Sorine tomaron un rango de tension independiente. La magnitud de la
friccion depende solo de la funcion sgn(v) y el espacio de la variable s es definido por

2.21)
S =

ot—

‘V(T)‘dl’

En los modelos de Bliman y Sorine, la friccion es entonces una funcion de la
trayectoria solamente. Esto hace posible el usar una elegante teoria de operadores de
histéresis. Los modelos son expresados como sistemas lineales en la variable de espacio S.

dx,
ds

(2.22)

= AX, + By,

F =Cx,
La variable v, =sgn(v) es requerida para obtener un signo correcto. Bliman y

Sorine tienen modelos de diferentes complejidades. El modelo de primer orden esta dado
por
A=-1/g, B=f/g y C=1 (2.23)
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Este modelo puede ser descrito como:

dF dF ds F (2.24)
— = |—— fi/ e | v=|v|]—
dt ds dt f

El cual es idéntico al modelo de Dahl (15) con F, =f, o=1f /& y a=1. El

modelo de primer orden no contiene el fenomeno de stiction, no esta dado por un punto en
la distancia de separacion especifico como observado por Rabinowicz. Esto puede, sin
embargo, ser archivado por un modelo de segundo orden con

N (_1/(% )0 J (2.25)

0 -1/ &
f, /ne,
{—fz/gj y c=(t 1)

donde f, —f, corresponden a la friccion dindmica que aumenta exponencialmente como

s — . El modelo (2.25) puede ser visto como una conexion paralela de un rapido y lento
modelo de Dahl. El modelo répido tiene un valor mas alto de la friccion en estado
estacionario que el modelo lento. La fuerza del modelo lento es sustraida del modelo
rapido, el cual resulta en un punto de stiction. Ambos el modelo de primer orden y el de
segundo orden pueden ser mostrados siendo disipativos. Bliman y Sorine ademas
mostraron que, como &, tiende a cero, el modelo de primer orden se comporta como un

modelo de friccion cldsico de Coulomb, y el modelo de segundo orden como un clésico
modelo con friccion de Coulomb vy stiction. Debe ser observado que el efecto Stribeck del
modelo de segundo orden, demandado por los autores, no es el mismo que se observa en
[10]. El efecto emulado por el modelo de segundo orden esta solamente presente en cierta
distancia después de que el movimiento inicia. Esto significa que este no aparecera cuando
el movimiento reduzca su velocidad, como el verdadero efecto Stribeck lo haria. La
friccion pico es en cambio el equivalente de stiction para un modelo dinamico.

2.4.7 Modelo de friccion para contactos lubricados.

Las interfaces de friccion en la mayoria de las aplicaciones de la ingenieria estan
lubricadas. Los modelos de la friccion por lo tanto se han derivado usando Ia
hidrodindmica. La friccion viscosa es un sencillo ejemplo, pero otros modelos también
existen. En [11] un modelo basado en la hidrodindmica de un cojinete lubricado es
publicado en esta revista. El modelo tensiona la dinamica de la fuerza de friccion. La
excentricidad & del cojinete es una variable importante en la determinacion de la fuerza de
friccion. Un modelo simplificado esta dado por:
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F=K (c-¢, )2 A+LV (2.26)

V1-¢g?

En la ecuaciéon 2.26 F representa la fuerza de friccion para contactos lubricados, el
primer término es debido al corte de las superficies asperas y el segundo término es debido
a la viscosidad del lubricante, K; es una constante de la superficie, que denota la aspereza
del material, y K, es la constante de la viscosidad del lubricante. La funcion A es una
funcion del indicador que es uno para ¢ > ¢, y cero de lo contrario. La excentricidad esta

dada por una ecuacién diferencial de cuarto orden, el cual determina la distribucion de la
presion en el lubricante. El modelo requiere de cinco parametros. Las simulaciones
muestran un comportamiento muy similar a las observaciones que se tienen en [12]. Una
extension incluyendo una conformidad en la manga es dada en [13]. El modelo entonces se
convierte en aun mas complicado y requiere la determinacion de valores iniciales cuando se
hace el cambio entre deslizamiento y el sticking.

2.4.8 Modelo de friccion de LuGre.

Con la friccion existen caracteristicas muy importantes que se observan en los
sistemas y que no se pueden explicar solamente por los mapas estaticos entre la velocidad y
fuerza de la friccion (o esfuerzo de torsion). Esto es basicamente debido al hecho de que la
friccidon no tiene una respuesta instantanea en un cambio de velocidad, es decir, tiene una
dinamica interna. [2]

El modelo propuesto de LuGre es un modelo dinamico de la friccion que captura
caracteristicas estaticas y dindmicas de la friccion

A bajas velocidades se produce un fenémeno importante denominado el efecto
Stribeck. El modelo es caracterizado por una reduccion de la friccion cuando la velocidad
crece mientras todavia estd dentro de valores bajos, y esto se encuentra descrito en el
modelo de Armstrong.

El modelo de LuGre de la friccion es el que cuenta con resultados mas cercanos y lo
mejor posible a las respuestas experimentales reales de la velocidad. [2]

El modelo de LuGre es un modelo de friccion dinamica. El modelo es relacionado a
una interpretacion de cerdas de friccion. La friccion es modelada como el promedio de la
fuerza de deflexion de los resortes elésticos. Si la deflexion es suficientemente grande las
cerdas comienzan a deslizarse. El promedio de deflexion de cerdas para un movimiento en
estado estacionario es determinado por la velocidad. Eso es menor a bajas velocidades, lo
cual implica que la deflexion en estado estacionario decrece con el aumento de la
velocidad. Esto modela el fenomeno que la superficie es empujada aparte por el lubricante,
y modela el efecto Stribeck [3].
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El modelo ademas incluye un valor dependiente del fendmeno de friccion tal como
una variacion de la fuerza de separacion y el retraso de la friccion. El modelo tiene la forma
siguiente:

dz _ v (2.27)

donde:
Z = Promedio de deflexion de las cerdas.
v = Velocidad
o, = Coeficiente de rigidez de las cerdas.

V| = Absoluto de la velocidad (sgn(V))

g (V) =Funcién que describe el efecto Stribeck.

F=0,2+0, (V)%'f‘ f(v) (2.28)

donde z denota el promedio de deflexion de las cerdas, o, es el coeficiente de rigidez de
las cerdas, o, (V) es el sobre-impulso y f (V) es una friccion lineal viscosa. El modelo se

comporta como un resorte para pequefios desplazamientos. La linealizacion de (2.7)
alrededor de la velocidad cero y el estado cero es dada por

d(67) _, (2.29)
dt
SF =0,62+(0,(0)+ f(0))ov (2.30)

El parametro o, es la rigidez de las cerdas, y o, (V) el sobre impulso. Para

velocidad constante la fuerza de friccion en estado estacionario es:
F=g(v)sgn(v)+ f(v) (2.31)

La funcién g(v) modela el efecto Stribeck, y f(v) es la friccion viscosa. Una

opciodn razonable de g (V) la cual proporciona una buena aproximacion del efecto Stribeck

€S

g(v)=a,+ae (2.32)
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La suma ¢, + ¢, entonces corresponde a la fuerza de stiction y ¢, a la fuerza de
friccion de Coulomb. El pardmetro v, determina como ¢ (V) varia dentro de estos limites
a,<g(V)<a,+a,. Una alternativa comin de f(v) es una friccion lineal viscosa

f(v)=a,yv.

El siguiente caso especial del modelo dado por las ecuaciones (2.7) y (2.32), la cual
tiene una friccion lineal viscosa y constante o, es llamado parametrizacion estandar.

dz vl (2.33)
—=V-0,——1

dt a(v)

g(v)=a,+ae "

F=0,2+0i+a,V

Esto es util para permitir que el sobre impulso o, decrezca con el incremento de la

velocidad.

o, (V)=o) (2.34)

Fisicamente esto es motivado por el cambio de las caracteristicas del sobre impulso
como el incremento de la velocidad, esto se debe a que mas lubricante es forzado dentro de
la interfaz. Otra razon para usar (2.34) es que esta da un modelo el cual es disipativo [3].

2.4.9 Modelo de friccion GSM

El modelo de friccion GSM, es una nueva formulacion cualitativa de un valor de
estado aproximado al modelo Maxwell-slip. El modelo GSM conserva la estructura del
modelo Maxwell-slip, el cual tiene una conexion en paralelo de diferentes elementos como
masas y deslizamientos, pero reemplaza la ley simple de Coulomb gobernando en cada
bloque, por otra ecuacioén de estado cuenta las dinamicas de deslizamiento. Asi, la fuerza
de friccion es dada como la sumatoria de las salidas de N elementos en el modelo de estado
(observar la figura 2.10) [20]. El comportamiento dindmico de cada bloque elemental es

representado por dos ecuaciones (en las cuales F,. es fuerza de friccion elemental, k. es la

constante elemental del resorte, y V es la velocidad):

30



Capitulo 2: Tribologia en sistemas electromecanicos.
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Fig. 2.10. Conexion paralela de un modelo de estado elemental de friccion [20].

e Si el modelo esta en reposo:

dr kv (2.35)
dt
donde:
F. =Fuerza de friccion en sistema GSM
k. = Constate del resorte.

v = Velocidad.

e Si el modelo esta deslizandose:

dF. = F
at sgn(V) (al

(2.36)
S(V)]

donde:
F. =Fuerza de friccion en el sistema GSM.

sgn(V) =Funcioén signo de la velocidad.

C =Parametro de atraccion.
s(v) = Velocidad de Stribeck.

a, = Constante de aspereza de la superficie.
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Cada modelo elemental (o bloque) corresponde a una aspereza generalizada en la
superficie de contacto, donde este puede estar en adherida a la superficie (reposo) o en
deslizamiento. La aspereza se deslizara si la fuerza de friccion elemental igual al valor

maximo W, :ais(v) que eso puede sostener. En este régimen, la ecuacion (2.36) se

caracteriza por el comportamiento de la friccion. Una vez que el modelo se esté deslizando,
eso resta el deslizamiento mientras la direccion del movimiento es invertido o esta
velocidad aproxima su valor a cero. Cuando la aspereza esta en reposo el modelo elemental
actuara como un resorte con rigidez de k; [20].

2.5 Modelo dinamico de un robot manipulador.

Considérese un robot manipulador de n eslabones. La energia € de un robot
manipulador de n g.d.l. es la suma de sus energias cinéticas K y potencial U.

£(q(1),a®) = K(a®,q®) +U (q(1)) (2.37)

donde q(t) =[q(®),...an(t)]'

El lagrangiano £(q,( ) de un robot manipulador de n g. d .l. es la diferencia de su
energia cinética K y su energia potencial U:

£(q(),9(0)=K(q(1),q(1)-U(q(t)). (2.38)

Aqui se considera que le energia potencial U se debe a fuerzas conservativas como
la fuerza de gravedad y a fuerzas de resortes.
Las ecuaciones de movimiento de Lagrange para un manipulador de n g. d. I. viene dada
por:

d [8£(q,61)} _0£@d) _

T’
dt| oq oq (2.39)
o de forma equivalente
d)08ad | o@D __ i_y (2.40)
dt aql aql [ gecey

32



Capitulo 2: Tribologia en sistemas electromecanicos.

donde 7; son las fuerzas y pares ejercidos externamente (por actuadores en cada

articulacion asi como fuerzas no conservativas. Como fuerzas no conservativas se incluyen
las de la friccion, las de resistencia al movimiento de un objeto dentro de un fluido, y en
general las que dependen del tiempo o de la velocidad.

Notese que se tendran tantas ecuaciones escalares dindmicas como g. d. 1. tenga el
robot manipulador.

El uso de ecuaciones de Lagrange para el modelo dindmico de manipuladores se
reduce a cuatro etapas:

Célculo de la energia cinética: K(q(t),q(t))

Célculo de la energia potencial: U (q(t))

Célculo del lagrangiano: £(q(t),q(t))

Desarrollo de las ecuaciones de Lagrange.(referencia pendiente)

Sl

Para obtener el modelo dindmico de un robot manipulador se utiliza la formulacion
de Euler-Lagrange (2.41), en la cual se debe obtener un Lagrangiano (L), el cual es la
diferenciad entre la energia cinética y la energia potencial de un cuerpo en movimiento en
un punto dado de su trayectoria [16]. Para la obtencion del Lagrangiano es necesario
obtener la energia cinética y potencial de cada uno de los eslabones que componen al robot

i{ﬁ}_ﬁ_, (2.41)
dt| 56 | o6

Los eslabones se numeran consecutivamente desde la base (eslabon 0) hasta el final
(Eslabon n). Las uniones son los puntos de contacto entre los eslabones y se numeran de tal
forma que la unioén i conecta los eslabones i e i-1.

Cada articulacion se controla independientemente a través de un actuador, que se
coloca generalmente en dicha unidén, y el movimiento de las uniones produce el
movimiento relativo de los eslabones. Aqui se denotard temporalmente por z,, al eje de

movimiento de la union i. La coordenada articular generalizada denotada por @, es el
desplazamiento angular alrededor de z; si la union i es traslacional. En el caso tipico donde

los actuadores se localizan en las uniones entre los eslabones, las coordenadas articulares
generalizadas reciben el nombre de posiciones articulares [16].

Las posiciones articulares correspondientes a cada articulacion del robot, que se
miden por medio de sensores colocados en los actuadores localizados generalmente justo en
las articulaciones, se agrupan para propoésitos de analisis en el vector de posiciones
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articulares . En consecuencia, para un robot con n articulaciones, es decir, de n g.d.1., el
vector de posiciones articulares ( tendran n elementos:

Qs

Por otro lado, también resulta de gran interés, sobre todo desde un punto de vista
practico, la determinacion de la posicion y orientacion del dispositivo terminal del robot,
puesto que este dispositivo terminal realiza la tarea encomendada al robot, tal como abrir o
cerrar una garra, aplicar una soldadura, etc. Dicha posicidon y orientacion se expresa en
términos del marco de referencia coordenado cartesiano (X, Yy, z) colocado en la base del
robot, asi como eventualmente en términos de los llamados angulos Euler [16]. Dichas
coordenadas (y angulos) son agrupados en el vector X de posiciones cartesianas (conocidas
también como posiciones operacionales).

Donde m<n. Este es el escenario donde el extremo final del robot puede tomar
cualquier posicidon y orientacion en el espacio euclidiano de dimension 3, se tendra m=6.
Por otra parte, si el movimiento del robot se realiza en un plano (dimension 2) y so6lo
interesa la posicion de su extremo final, entonces m=2. Si ademas, se esta interesado en su
orientacion en el plano, entonces m=3 [16].

El modelo dinamico de un robot consiste en una ecuacion diferencial (ordinaria)
vectorial en las posiciones, ya sean articulares ( o cartesianas X, generalmente de segundo
orden, pudiéndose expresar como:

f(a.d,4,7) =0, (2.42)

f(X,%,X,7) =0, (2.43)

En (2.42) y (2.43) no es la misma ecuacion, ni tampoco debe ser confundida con la
relacion f(q) del modelo cinematico directo y, finalmente, 7 denota al vector de pares y
fuerzas aplicadas en las articulaciones por medio de los actuadores. El modelo dinamico
(2.42) recibe el nombre de modelo dinamico articular, mientras que (2.43) es el modelo
dinamico cartesiano [16].
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Uno de los procedimientos mas empleados para la obtencion de los modelos
dinamicos de los robots manipuladores, en forma cerrada, es el basado en las ecuaciones de
movimiento de Lagrange.

2.5.1 Propiedades dinamicas de un robot manipulador.

La ecuacion dinamica de un sistema robot en forma estandar esta dado por

r=H(0)6+C(0,6)6+G(0)+F(0) (2.44)
Donde

H ()™ : Matriz de inercias.
C (49, 9) e R™ :Matriz de Coriolis y centripetas.
G(0) e R™ : Vector de fuerzas gravitacionales.

F (9) e R™ : Vector de fuerzas de friccion.

n: Numero de grados de libertad del sistema.

Cada una de las matrices que conforman la forma estdndar del robot poseen
propiedades de gran interés para el estudio de sistemas de control para robots
manipuladores, entre las mas utilizadas se encuentran las siguientes [21].

Propiedad 1. La matriz de inercia H (0) es una matriz simétrica, definida positiva, cuyos

elementos son funciones de 4 [21].
H(0)=H () (2:49)
X"H (8)x>0; Vx e R™ (2.46)

Propiedad 2. Antisimétrica: la matriz de Coriolis C (0,9) se encuentra relacionada con la

matriz de inercias H (&) por la expresion siguiente [21].
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X"{H (6)-2C(6,0)}x=0; vxeR™ (2:47)

Propiedad 3. Linealidad en términos de los parametros dinamicos [21].
H(0)6+C(0,0)0+G(0)+F(0)=Y(6.6.6)P (2.48)

Con Y(H,é,é) es una matriz de nxm y P es un vector de mxlque contiene las

m constantes dependientes de los parametros dindmicos.

Propiedad 4. El vector de fuerzas de friccion se encuentra conformado por la sumatoria de
la friccion seca y viscosa del robot expresado como: F (6?) = FV9+ F, donde el vector de

friccion viscosa es asumido como se muestra en la siguiente ecuacion [21].
F.0=vv0, (2.49)
Con v, es el coeficiente constante. La friccion seca se obtiene por medio de

F, (9)=Vki sgn(éi) (2.50)

Con k; es el coeficiente constante. Asi el término de friccion de todo robot cumple con la

siguiente expresion

F.q+F, (0)] < v]af+k (2.51)

donde v es el vector de coeficientes constantes de la friccion viscosa y K es el vector de
coeficientes constantes de la friccion seca.
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2.6 Modelado matematico del robot R2GL.

Aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange para el modelado de un robot de 2
grados de libertad, tenemos que:

g

J’Il-.-.--.----l"f'

Fig. 2.11 Diagrama de un robot manipulador de 2 grados de libertad [21].

Variable Caracteristica Unidad
m; Masa del eslabdn 1 Kg
m Masa del eslabdén 2 Kg
X,y Coordenadas operacionales Rad

0, Angulo del primer eslabon con respecto al eje x Rad
0> Angulo del segundo eslabén con respecto al primer eslabon Rad
S1 Seno del angulo del primer eslabon. Rad
) Seno del angulo del segundo eslabon. Rad
C Coseno del angulo del primer eslabon. Rad
C2 Coseno del angulo del segundo eslabon. Rad
K,y Energia cinética del primer eslabon. J
K, Energia cinética del segundo eslabon. J
P, Energia potencial del primer eslabon. J
P, Energia potencial del segundo eslabon. J
LCG, Longitud al centro de gravedad del eslabon 1. m
LCG; Longitud al centro de gravedad del eslabon 2. m
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e Primer eslabon

Energia cinética. La energia cinética del primer eslabon, considerando el diagrama
mostrado en la figura 2.11 esta dada por la siguiente ecuacion.

K, = %lelz (2.52)
Considerando que:
X, =Lc, (2.53)
n=bs (2.54)
La velocidad se expresa como:
X =-L,s,6 (2.55)
3 = Lo (2.56)

Entonces la velocidad es v, =+/% > +Y,” , por lo tanto la energia cinética del eslabon 1 es

&=%miﬁ+%ﬂ

(2.57)
Energia potencial. La energia potencial para el primer eslabon esta dada por:
R =mgh,
(2.58)
h, ésta dada por:
h =LCGs, (2.59)
Por lo tanto la energia potencial en el eslabon uno esta dada por la ecuacion (2.60)
P =mgLCGs, (2.60)
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e Segundo eslabon

La energia cinética del segundo eslabon es

2.61
K :%mzvzz ( )

La posicion del efector final se encuentra descrita por las ecuaciones (2.62) y (2.63)
x=Lc +L,c, (2.62)

y=Ls +L,s, (2.63)

La velocidad 2 se expresa como:

%, =-Ls,6,-Ls, (6, +6,) (2.64)
Y, = Llclgl +L,C, (01 +92) (2.65)

Entonces la velocidad es v, =+/X,” +Y,” , por lo tanto la energia cinética del eslabon 2 es

) P . 2.66
K:=lm L6 +mL L (@ +6g)+lm2|_22 (6+6,) (2.66)
2 2
h, ésta dada por:
h, =L,S, +LCG,S,, (2.67)
Energia potencial. La energia potencial para el segundo eslabon esta dada por:
P, =m,gL;S, + m,gLCG,S,, (2.68)
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Sustituyendo la energia potencial y la energia cinética en el Lagrangiano tenemos
que:

El Lagrangiano estd dado por

L=K +K,~(R+P) (2.69)

Por lo tanto el sustituyendo en (2.69) se tiene que el Lagrangiano es

. . c s s L 2.70
L:%mll_lzelz+lm2|_12€12+m2|_1|_2(;291(91+02)+%m2|_22(01+02)2 ( )

-m,gLCG,S, - m,gL,S, -m,gLCG,S,,

Una vez que se obtiene el Lagrangiano, se realizan las operaciones de la
formulacion de Euler-Lagrange y se obtienen las siguientes ecuaciones de movimiento del

sistema

g ={Lm+mL+2mLLC,+mL*} 6 +{mLLC, +mL’|6,-{2mL LS, 166, (27D
—{m,LL,S,}6,” +{mgLCG,C, +m,gL,C, +m,gLCG,C, } +F ()

y
T, = (mlech2 +m,L,’ )6"1 + (msz2 )9'2 +(m,L,L,c,)6

+(m,gLCG,c,, )+ F,(6)

(2.72)

Lo cual podemos expresar en su forma matricial de la siguiente manera:

7)) ((m+m)L2+2mLLc +mL? mLLc,+mL?\(§
m,L,L,c, +m,L,’ m,L,’> 6,

[§

+ _2m2 Ll L28292 _2m2 Ll Lzszéz
mleLzszé’l 0

(F, (9’)]
+ .
F,(6)

6 +(mlgLCGl +m,gLc, + ngLCGzclzj
6, m,gLCG,c,,
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Los elementos de la matriz de inercias son:

H,, =(m, +m,) L2 +2m,L L,c, +m,L,> H, =m,LLc, +m,L’°

H12:mzl—ll—zcz"'mzl-z2 H22:m2|-22

Los elementos de la matriz de Coriolis y fuerzas centripetas son:

C12 = _2m2 |_1 LZSZQZ C12 = _m2|—1 L23292

C21 =m, Ll LZS29] sz =0

Los elementos del vector de fuerzas gravitacionales son:

G,, =mgLCG, +m,gL.c, +m,gLCG,c,

G,, =m,gLCG,c,

Los elementos del vector de fuerzas de friccion son:

F = Vector de friccion a modificar de
1 acuerdo a los distintos modelos de
friccion a tratar.

T
Il

D Vector de friccidon a modificar de
acuerdo a los distintos modelos de
friccidn a tratar.
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2.7 Influencia de la friccioén en un robot
manipulador

Las influencias de la fricciéon en un robot manipulador producen diversas fallas en
los sistemas y servomecanismos, y la identificacion de esta misma y su eliminacion
producen que sea un constante reto para los ingenieros e investigadores que se interesan por
el estudio de este fenomeno.

La friccion es uno de los mas grandes obstaculos en los sistemas que utilizan un
posicionamiento de alta precision, en la realizacion de sus distintas tareas, debido a que
producen errores notorios en las ecuaciones de estado, dificultando el trabajo del control
que se utiliza [1].

Ademas de los robots que utilizan posicionamiento de alta precision, existen robots
que realizan tareas de seguimiento de trayectorias, en este tipo de robots, la friccion juega
un papel preponderante, influyendo de manera notoria, y produciendo ciclos limitados en la
ejecucion de tareas que el robot tiene asignadas.

La friccion arroja distintos diversos problemas en los sistemas, otra perspectiva en
la que pueden ser vistas las influencias de este fendmeno, es en que la friccion al ser una
fuerza que se opone al movimiento articular del robot, la energia utilizada para mover al
robot serd proporcional a la cantidad de fuerza de friccion, es decir que entre mayor sea la
fuerza de friccion que se produce en el sistema mecanico del robot, se requerira de una
mayor concentracion energética.

Por lo antes mencionado, la friccion juega un papel muy importante en el desarrollo,
bienestar y durabilidad de un robot, ya que produce un desgaste en las piezas mecanicas, y
por lo tanto un menor periodo de vida, por ello es de vital importancia el conocer los
valores de friccion, para estimar que tanto podemos alargar la vida y mejorar el
funcionamiento de un robot, ya que la friccion es un fendmeno inevitable.
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2.8 Conclusiones

La fricciéon es un fenomeno que tiene una gran complejidad en su modelado, debido
a las multiples implicaciones que lo envuelven, produce diversos problemas en los sistemas
electromecanicos de un robot. Las influencias que tiene la friccion son de gran relevancia
en un robot manipulador.

Existen varios modelos que se encargan de ejemplificar el fenomeno de la fuerza de
friccion, principal elemento de la tribologia, ya que es un factor de desgaste, a su vez este
mismo produce que se acorte la vida util de un sistema. Los modelos pueden ser estaticos y
dindmicos, aunque algunos de ellos tienen excelentes respuestas en la medicion de friccion,
sin embargo no existe aiin una teoria completamente elaborada, esto debido a la dificultad
del modelado de la friccion.

Por todas estas implicaciones que se tienen acerca de la friccion, es importante
conocer la magnitud de las fuerzas que produce este fendmeno, ya que gracias a ello es
posible optimizar recursos de la mejor manera, asi como atenuar los efectos que lleva
consigo, pero es muy importante saber que estos fendmenos nunca podran ser
completamente eliminados, ya que la friccion es un fenémeno fisico inevitable.
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en un sistema masa-resorte.

3.1 Introduccion.

El sistema masa-resorte consiste en una masa acoplada a un resorte, en donde
intervienen fuerzas como friccion y gravedad, al resorte se le aplica una pequefia fuerza de
desplazamiento produciendo un movimiento armonico simple.

Es un movimiento vibratorio con aceleracion variable, producido por una fuerza que
se origina cuando el cuerpo se separa de su posicion de equilibrio.. Es un movimiento
periddico de vaivén, en el que un cuerpo oscila a un lado y a otro de su posicion de
equilibrio en una direccion determinada y en intervalos iguales de tiempo. Una particula
sometida a este tipo de movimiento tendrd un punto central, alrededor del cual oscilara
[19].

A
v

k
m AN —
F
—>
fr

Figura 3.1: Sistema masa-resorte

Donde m es la masa o inercia del sistema, K es la constante de rigidez, fr es la fuerza
de friccion que se opone al movimiento, F es la fuerza de deformaciéon y X es el
desplazamiento.

De acuerdo a la segunda ley de Newton el sistema queda definido de la siguiente
manera:

F = MX+ fr+kx (3.1
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donde X es la aceleracion lineal, x es el desplazamiento, M es la masa, k la constante de
rigidez, F la fuerza de deformacion y fr la fuerza de friccion.

3.2 Sistema masa-resorte con diferentes
modelos de friccion.

Del sistema descrito en figura 3.1 se ha sustituido fr por los modelos de friccion
descritos en el capitulo 2.

Se evaltan los diferentes modelos de friccion a nivel simulaciéon para conocer la
influencia en el desplazamiento y velocidad.

Modelo de friccién viscosa.

De acuerdo a la ecuacion (3.1) se sustituye fr por fvx, es decir por el modelo de
friccion viscosa.

F = MX+ fvx+ kx (3.2)

Las condiciones de simulacion se definen a continuacion:

m=1 Condiciones iniciales:
k =2; x(0) =0
fv=0.4 X(0)=0
F=k *u integrador de Matlab ODE 45
u=05 Tiempo de simulacion: 50 seg.

Paso de integracion: 0.1 mseg.

Donde m, k, F, condiciones iniciales, integrador de Matlab, paso de integracion son
los mismos pardmetros para todas las simulaciones de este capitulo.
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El comportamiento del sistema se muestra en las siguientes graficas.

Posicidn x(t) Welocidad
0s T T T T T T T T T 0.6 T T T T T

metros

0 i ; i ] i i i H i 04 i ; i ] i i i H i
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tiempo (seq) Tiempo (seg)

Fig. 3.2: Simulacion de la posicion con friccion viscosa. Fig. 3.3: Simulacion de la velocidad con friccion viscosa.

Friccidn Viscosa
025 T T T T T

02
015
01

= 005f-h-

005

014
1} 5 10 15 20 25 30 b 40 45 50

Tiempo (seg)

Fig. 3.4: Simulacion del modelo de friccion viscosa.

La posicién comienza oscilando debido a que al sistema se le aplica una fuerza
externa y provoca movimiento oscilatorio hasta que toda la energia es disipada. Mientras
que la velocidad tiene el mismo comportamiento oscilatorio, esto mientras el sistema no
entra en reposo, y como la friccion es dependiente de la velocidad su comportamiento es
proporcional a ésta.

Modelo de friccién de Coulomb.

Para el modelo de friccion de Coulomb se cambia fr por fcsgn(X).
F = MX+ fcsgn(X)+kx (3.3)
Funcion signo. Tiene un valor positivo cuando el argumento es mayor a cero,

mientras que toma valores negativos cuando éste es menor a cero, y en cero existe una
indeterminacion.
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v-0—1

sgn(V) =<V =0 — indeterminacion (3.4)

v<0—-1

Tal como se muestra en la siguiente grafica.

Funcion signo

2 T T T T

Fig. 3.5: Funcion signo.

Para fines de simulacion se ha sustituido la funcidn signo por tangente hiperbdlica,

pues es una aproximacion de la funcion signo, pero si indeterminacion en cero, definida de
esta manera:

lim tanh(pVv) =sgn(Vv) (3.5)
f— o

donde £ esuna constante

En la siguiente figura se muestra la simulacion de la tangente hiperbolica:

tanh = (10 *t)

Donde t= {-10 -10}

Tangente hiperbolica
T T T

Fig. 3.6: Tangente hiperbolica.
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Mientras f sea mayor la tangente hiperbolica se aproxima de mejor manera a la

funcion signo, con esta respuesta se evita una indeterminacion en cero y constituye una
sefal continua.

Las condiciones de simulacion para éste modelo de friccion se definen a
continuacion:

fc=04

Tiempo de simulacion: 50 seg.
B=30

Posicidn x(t) Welocidad

1 — — : 08 — —

metros
mis

o i L i i L i i L i
o -1 10 15 20 25 30 35 40 45 a0 20 25 30 35 40 45 a0
Tiempo (seg) Tiempo (sey)

Fig. 3.7 Simulacion de la posicion con friccion de Coulomb. Fig. 3.8: Simulacion de la velocidad con friccion de Coulomb.

Friccidn de Coulomb
0.08 . : : : . . : : .

DOk [esimleat

002

= {uj] S .

002 -

A | S S R X

00BL|

Ly :
R P NS N i
o -1 10 15 20 25 30 a8 40 45 a0
Tiermpo (seq)

Fig. 3.9: Simulacion del modelo de friccion de Coulomb.

La posicion tiene un valor maximo mayor al que se aprecia en la posicion en la
simulacion del modelo de friccion viscosa, la velocidad se rige bajo un comportamiento
similar mientras que en la grafica de la friccién se aprecia claramente un cambio de un
valor positivo a un valor negativo debido a la tangente hiperbdlica.

La fuerza de friccion se extingue al llegar al estado de equilibrio (reposo).
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Modelo de friccion viscosa y de Coulomb

Las condiciones iniciales de la simulacion del siguiente modelo se definen a
continuacion:

fc=0.07

fv=0.04

B =30

Tiempo de simulacion: 50 seg.

La ecuacion a modelar se define asi:
F = Mx+ fv(x)+ fcsgn(x) + kx (3.6)

El comportamiento de la friccion seca y de Coulomb se aprecia con claridad en las
siguientes graficas.

Posicidn x(f) Welocidad
1 T T T T T T T T T 0.8 T T T T T

metros

0 i 1 i i I i i I i
i] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 20 25 30 35 40 45 50
Tiempo (seg) Tiempo (seg)

Fig. 3.10: Simulacién de posicion con friccion viscosa y Coulomb. Fig. 3.11: Simulacién de velocidad con friccion viscosa y Coulomb.

Friccidn viscosa y de Coulomb
0.1 T T T T T T T T T

008
006 -
0ozt
= or
0021

004+

D06

04 i i i i i
il 5 10 15 0 25 o 3’ 40 45 50
Tiempo (sey)

Fig. 3.12: Simulacion del modelo de friccion viscosa y de Coulomb
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Capitulo 3: Modelos de friccion evaluados en un sistema masa-resorte.

Se aprecia la influencia de la fuerza de friccion en el comportamiento de la sefial, su
factor de forma (Fig. 3.12) se define en sus maximos y minimos con relacion al factor de
forma en Fig. 3.9.

Modelo del efecto Stribeck.

La ecuacidén a simular se define a continuacion donde se ha cambiado fr de la
ecuacion (3.1) por F.

X
Vs

F=fc+(fs—fc)e(_ ) + fU(X)X 3.7)

Donde fces el coeficiente de friccion de Coulomb, fs es el coeficiente de friccion
de Stribeck, fv es el coeficiente de friccion viscosa, X es la velocidad lineal.

La funcién neperiana o exponencial e (.) tiene un comportamiento que depende
directamente su paridad, si esta es par su comportamiento se asemeja al de la campana de
Gauss, y cuando es impar se comporta como una exponencial, como se puede apreciar en la

siguiente figura.
A
€ = n par Y

v

Fig. 3.13: Comportamiento de la exponencial cuando x = n par [22].

A
e=n Y

impar

v

Fig. 3.14: Comportamiento de la exponencial cuando x = n impar [23].
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Capitulo 3: Modelos de friccion evaluados en un sistema masa-resorte.

Debido a este comportamiento se ha definido a 65 como niimero par y bajo esta
condicion la friccion solo esta activa en velocidades bajas como se puede apreciar en la Fig.
3.13.

Las condiciones que se propusieron para este modelo son las siguientes:

Fs=0.5
Fc=0.25
Vs=.01
fv=0.244
o, =1
Tiempo de simulacion: 100 seg.

Posicign Yelocidad
. : . 05 : . : . .

04 : : ; ; ; : o—

metras

a i i i i i i i i i i i i i
o 10 20 30 40 50 B0 70 80 a0 100 30 40 50 B0 70 80 90 100
Tiempo (seg) Tiempo (sey)

Fig. 3.15: Simulacién de la posicién con el efecto Stribeck. Fig. 3.16: Simulacion de la velocidad con el efecto Stribeck.

Efecto Stribeck
0.5 T T T T T T

i O O ) O .
n4f

0.3 H

oz

i i i i i i i
0 10 20 a0 40 50 B0 70 80 90 100
Tiempo (seq)

Fig. 3.17: Simulacion del efecto Stribeck.

En las graficas anteriores podemos apreciar que la posicién oscila llegando a un
valor pico de de 0.68 m aproximadamente y suavemente se estabiliza, mientras que la
velocidad oscila y se estabiliza en cero rapidamente. El efecto Stribeck debido a que tiene
influencia solo en valores bajos de velocidad, influye mas cuando la velocidad es baja y su
influencia es menos cuando la velocidad incrementa por lo que incrementa cuando la
velocidad es cero tomando un valor aproximadamente de 0.5 N.
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Capitulo 3: Modelos de friccion evaluados en un sistema masa-resorte.

Modelo de friccién de Dahl.

La ecuacion que se sustituye es la del modelo de Dahl que se muestra a
continuacion:

9T o)
a4 (3.8)

Sustituyendo resulta la siguiente ecuacion:
o . Fry.
F=Mx+j oX——|X| [dt + kx 39
Los pardmetros de simulacion, para este modelo esta descrito a continuacion.

Fc=.2
0,=0.5
Tiempo de simulacion: 60 seg.

Pasicidn Welocidad

09

metros

i
30 40 50 60

i
0 10 20 0 40 50 B0

Tiernpo (sed) Tiernpo (sey)
Fig. 3.18: Simulacion de la posicion con friccion de Dahl Fig. 3.19: Simulacion de la velocidad con friccion de Dahl.
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Capitulo 3: Modelos de friccidn evaluados en un sistema masa-resorte.

Friccidn Dahl

H 1 H i L
1] 10 20 30 40 50 B0
Tiempo (seg)

Fig. 3.20: Simulacion de la friccion de Dahl.

En las simulaciones anteriores se puede apreciar que la posicion oscila teniendo
estabilidad en aproximadamente 60 segundos, con un valor méximo de 0.8 metros, mientras
que la velocidad tiene un sobre impulso de 0.7 m/s y su estabilidad es mas pronta, la
friccidn tiene un comportamiento similar a la velocidad llagando a un valor pico de 0.28 N.

Modelo de friccion de Lugre.

Las simulaciones que se muestran a continuacion son sujetas a la configuracion
siguiente:

E—)‘(——X z
& = (3.10)
fo+ (fs— fc)e[jj 3.11)
g(v) = '
Oy
F=O'OZ+UI$+(72)'( (3.12)
dt
E - MK dz K
= MR+ 0,240, -+, X+kx (3.13)

Las condiciones de simulacion se detallan a continuacion:

o, =107;
o, =107
c,=04
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Capitulo 3: Modelos de friccion evaluados en un sistema masa-resorte.

Fs=1.5;
Fc=1;

Vs=.001Tiempo de simulacién: 20 seg.

vt Posicidn

metros
w
L

ol A N T I
-2 o 2 4 B 8 10 12 4 16 18 20
Tiempo (sey)

Fig. 3.21: Simulacion de la posicion con friccion de Lugre.

i 10-6 Promedio de deflexidn de las cerdas
12— T T T T T T ! ! 5

&l
£ 06
04

0 I N S S N S S
0 2 4 B ] 10 12 14 16 18 20
Tiempo (seg)

Fig. 3.23: Promedio de deflexion de las cerdas.

En las graficas anteriores podemos apreciar que la posicion se estabiliza en
aproximadamente 0.25 segundos y la velocidad en ese instante es cero pues el sistema entro
en estado de reposo, un poco antes de 0.25 segundos se aprecia en la grafica de la friccion
de Lugre un impulso pequeio eso es debido a que la velocidad es baja en ese punto por lo
tanto hay una respuesta por el efecto Stribeck que se encuentra dentro del modelo de

friccion de Lugre.

w1’ Velocidad
I

mis

05t : P poeedd

sl i i 55 i
o 2 4 B 8 10 12 14 18 18 20
Tiermpo (sey)

Fig. 3.22 Simulacion de la velocidad con friccion de Lugre.

Friceidn de Lugre
14T T T T T |

A ks s e e o laens conenios e Bl s oot s s o

nsf : .

O e st s e s e R s S s et O e )

i I i
0 5 10 15 20
Tiempo (s)

Fig. 3.24: Simulacion de la friccion de Lugre.
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Capitulo 3: Modelos de friccidn evaluados en un sistema masa-resorte.

Modelo de friccién de Maxwell.

Este modelo incluye una condicion para el estado z, la cual dice que si el sistema

esta en reposo, la friccion plantea un comportamiento distinto, que cuado se esta en
movimiento.

En estado de reposo.

%Z « (3.14)
dt
En movimiento..
dz . z (3.15)
— =tanh 1-—
dt n (ﬂq)( s]

La friccion de Maxwell.
3.16
F=mz+ 0% + X ( )

Aplicando este modelo al sistema masa-resorte, el sistema se rige bajo las siguientes
condiciones:

F:Mx+mz+o%+q+kx (3-17)

Las condiciones iniciales para la siguiente simulacion son las siguientes:

B =30;
o0 =.005;
c=.25;
s =.024

Tiempo de simulacion: 40 seg.
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Capitulo 4: Modelos de friccidn en un robot de dos grados de libertad.

Posicidn x(t) Welocidad
04 T T T T T T T 05 T T T T

nat - : : : : |

metros

1 H i L H 1 i ;
0 5 0 15 20 25 30 35 40 15 20 25 30 35 40
Tiempo (seq) Tiempo (seg)

Fig. 3.25: Simulacion de la posicion con friccion de Maxwell. Fig. 3.26: Simulacion de la velocidad con friccion de Maxwell.

Friccian de Masxwell Slip
03 . . , T "

o7
il N s

= 04

03 : : - : : : f
02 ; g : : Z 1

o i | I i I i 1
o -t 10 18 0 28 30 35 40
Tiempolseq)

Fig. 3.27: Simulacion de la friccion de Maxwell.

Se puede apreciar en las gréaficas anteriores un comportamiento distinto de la
posicion y velocidad, hay una oscilacion al principio de la simulacion para después
estabilizarse, la velocidad se vuelve cero mientras que la posicion decae hacia cero, la
friccion de Maxwell incrementa mientras la posicion decae, esto nos muestra que la friccion
de Maxwell no depende directamente de la velocidad
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Capitulo 4: Modelos de friccidn en un robot de dos grados de libertad.

3.3 Conclusiones.

Se puede decir que para la mayoria de los sistemas en movimiento la friccion tiene
una influencia considerable, ya que no solo es una fuerza disipativa que provoca desgaste
de las partes en contacto y un consumo mayor de energia si no que también afecta el
desempefio, al alterar la posicion y velocidad del sistema por tal razén no debe ser una
variable despreciable.

En la medida en que se puede conocer de forma acertada el fenémeno de friccion se
pueden tomar en consideracion que el comportamiento verdadero de la friccion solo se
aproximar mediante el modelo mas complejo, el cual toma en consideracion factores
importantes, tales como la friccion estética, dinamica, el efecto Stribeck, y una condicion
para cuando el sistema estd en reposo, y cuando se inicia un desplazamiento.

Mediante la evaluacion de los modelos de friccion en el sistema masa-resorte se
conoce el comportamiento de la friccion asi como su valor, es decir la cantidad de fuerza
que se opone al movimiento, esto nos da una idea de la energia que se disipa cuando los
cuerpos estan en contacto, algo inevitable en sistemas electromecanicos por mencionar un
ejemplo
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Capitulo 4: Modelos de friccidn en un robot de dos grados de libertad.

Capitulo 4: Modelos de friccion en un
robot de dos grados de libertad.

4.1 Introduccion.

Los robots manipuladores son sistemas mecanicos articulados formados por
eslabones conectados entres si a través de uniones o articulaciones. Las articulaciones son
basicamente de dos tipos rotacionales y trasnacionales. Cada unién se controla
independientemente a través de un actuador, que se coloca generalmente en dicha union y
el movimiento de las uniones provoca un movimiento relativo en las articulaciones [16].

La friccion es una fuerza opuesta al movimiento, la cual disipa energia, por lo tanto
el poder conocerla es una herramienta importante en el disefio de sistemas. Por tal razon se
han desarrollado modelos los cuales predicen el comportamiento de la friccion, estos
modelos los hemos evaluado en un robot de dos grados de libertad, para tener una idea mas
clara y concreta del comportamiento de la friccion.

4.2 Formulacion Euler-Lagrange.

Las ecuaciones de un robot manipulador pueden obtenerse a partir de las ecuaciones
de movimiento de Newton. El inconveniente que presenta este método es que el analisis se
complica notablemente, cuando aumenta el nimero de articulaciones del robot [16]. En
€sos casos, es conveniente emplear las ecuaciones de movimiento de Lagrange como se
observa en el Capitulo 2.

4.3 Configuracion del robot de dos grados de
libertad.

El robot se ha simulado en lazo abierto, es decir sin la influencia de un control, por
lo tanto lo que lo lleva a estabilizarse es la fuerza gravitatoria y la fuerza de friccion que
actuan directamente sobre los eslabones y los actuadores, cuando estos caen y tienen un
movimiento pendular, como se puede apreciar en las siguientes figuras (4.1, 4.2, 4.3, 4.4,
4.5y4.6).

58



Capitulo 4: Modelos de friccidn en un robot de dos grados de libertad.

Condicion inicial ©/2

Fig. 4.1: Condicion inicial R2GL

A la condicion inicial se le agrega un incremento angular para que se inicie
movimiento.

Scon inical n/241°

Fig. 4.2: Condicion inicial mas un incremento angular.

La fuerza de gravedad provoca que los eslabones caigan y comiencen a moverse.

59



Capitulo 4: Modelos de friccién en un robot de dos grados de libertad.

Fig. 4.3: Primer movimiento de los eslabones.

Contintian cayendo e incrementando su velocidad.

Fig. 4.4: Segundo movimiento de los eslabones.

Se contintia con movimiento de manera de un péndulo.

T

Fig. 4.5 Movimiento pendular.
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Capitulo 4: Modelos de friccidn en un robot de dos grados de libertad.

El robot se mantiene oscilando de manera de un péndulo hasta que debido a la
fuerza gravitatoria y la fuerza de friccion se estabiliza, después de haberse disipado la
energia

U

Posicion de equilibro estable

Fig. 4.6: Estabilidad del robot.

4.4 Evaluacion de los modelos de friccion.

Como lo hemos visto anteriormente un robot esta sujeto a fenomenos fisicos,
tales como gravedad, inercia, friccion, fuerzas centripetas, fuerzas de Coriolis, y que para
iniciar un movimiento se necesita una influencia exterior es decir una fuerza. Por tal razon

podemos decir que el modelo de un robot esta descrito como se muestra en la ecuacion
(2.44).

Se ha sustituido el vector de fuerzas de friccion para cada uno de los modelos de
friccion ya vistos en capitulos anteriores y se hace un analisis de su comportamiento de
acuerdo a su posicion, velocidad y friccion para cada actuador.
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Capitulo 4: Modelos de friccién en un robot de dos grados de libertad.

Modelo de Friccion viscosa.

Las condiciones iniciales para las simulaciones de los modelos de friccion

evaluados en el robot de dos grados de libertad se muestran a continuacion:

Masa del eslabdn 1

Longitud al centro de mas del eslabon 2

m1=0.8293 1c2=0.1635

Masa del eslabon 2 Inercia del eslabon 1
m2=0.3402 11=0.005

Longitud del eslabon 1 Inercia del eslabon 2
11=0.2032 12=0.0043

Longitud del eslabon 2 Coeficientes de friccion
12=0.3841 v1=0.245;v2=0.27
Longitud al centro de mas del eslabon 1 Gravedad

lc1=0.1551 g=938

Tiempo de simulacion: 10 seg.

Paso de integracion: 0.1 mseg.

Tipo de integrador: ODE 45

Condiciones iniciales:
x(0)=n/2+0.2

x (0)=0

x(1)=0

x (1)=0

Las condiciones anteriores son utilizadas en todas las simulaciones, excepto los

coeficientes de friccion y el tiempo de simulacion.

La ecuacion de friccion a sustituir en el vector de fuerzas de friccion es la que se

muestra a continuacion:

F = fu(g)

Primer eslabdn y actuador.

Posicidn del primer eslabdn g1
T T T T T

5.8

[Radianes]

g1

15 i 1 i i H i i i i
a 1 2 3 4 =1 B 7 8 9 10
Tiernpo [Segundos]

Fig. 4.7: Simulacion de posicion con friccion viscosa primer eslabon.

(4.6)

Yelocidad del primer eslabdn g3
T T T T T

43 [Radfzeg)]

i i i L i i i
a 1 2 3 4 =1 B 7 8 9 10
Tiernpo [Segundos]

Fig. 4.8: Simulacién de velocidad con friccion viscosa primer eslabon.
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Capitulo 4: Modelos de friccidn en un robot de dos grados de libertad.

Friccidn viscosa en el actuador 1

2 , . . . . . . . .

PV [Ni]

i] 1 2 3 4 5 B 7 g 9 10
Tiernpo [Segundos]

Fig. 4.9: Simulacion de la friccion viscosa primer actuador.

La posicién tiene un pequefio sobre impulso para después estabilizarse en
aproximadamente tres segundos, es decir cae inmediatamente, por ende la velocidad
responde a este comportamiento, mientras que la friccion, tiene un sobre impulso menor de
aproximadamentel.7 N lo que es normal para el sistema pues la friccion, es de menor
amplitud.

Segundo eslabon y actuador.

Posicidn del segundao eslabdn g2 “elocidad del segundo eslabdn g4
0.6 T T T T T T T T T 2 T T T T T T T

o2 [Radianes]
od [Radiseq)]

4 i i i 7 ; i i i d s i i i i ; i i i d
i] 1 2 3 4 5 B 7 g 9 10 0 1 2 3 4 5 B 7 g 9 10
Tiernpo [Segundos] Tiempo [Segundos]

Fig. 4.10: Simulacion de posicion con friccion viscosa segundo eslabon.  Fig. 4.11: Simulacion de velocidad con friccion viscosa en segundo eslabon.

Friccign viscosa en el actuadar 2
045 T T T T T T T T T

04l

03

0z2r

01

FV2 [Nim]

ol

01k

o2k

- A S S TS NS S R
a 1 2 3 4 =1 B 7 8 9 10
Tiempo [Segundos]

Fig. 4.12: Simulacion de friccion viscosa en el segundo actuador.
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Capitulo 4: Modelos de friccién en un robot de dos grados de libertad.

En las graficas (4.10, 4.11, 4.12) se puede observar que la posicion tiene una
pequeia caida antes de iniciar un incremento rapido hasta aproximadamente 0.55 m y en el
descenso, se produce un cambio de signo en la velocidad, de la misma manera que n la
friccion.

Modelo de friccion de Coulomb.

Las condiciones iniciales para la siguiente simulacion se definen a continuacion,
sabiendo que algunos parametros ya fueron definidos anteriormente so6lo se definen los
parametros que son necesarios especificar.

Tiempo de simulacion: 10 seg.
Coeficientes de friccion de coulomb
c1=0.69
c2=0.75
B =30

La ecuacion a sustituir se define de la siguiente forma:

F = fcsgn(q) 4.7)

Primer eslabdn y actuador.

Paosicién del primer eslabdn q1 “elocidad del primer eslabdn g3
. - . : - , 10 . : - - . , .

@
n

@

i
in

n

=
n

I
i3 [Radiseq]

g1 [Radianes]
IS

(e
n

[

25

1 2 3 4 5 B 7 8 9 10
Tiermpo [Segundos] Tiernpo [Segundos]

Fig. 4.13: Simulacion de posicion con friccion de Coulomb Fig. 4.14: Simulacion de velocidad con friccion de Coulomb primer
primer eslabon. eslabon.
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Capitulo 4: Modelos de friccidn en un robot de dos grados de libertad.

Friccidn de Coulomb en el actuadar 1
[Ik:] T T T T

FC1 [Nm)

B O sl S e neinmns vontenes vonafass e Bhes semins vone el

06| , z 3 2 5 4

08 i 1 i i 1 i I i i
1} 1 2 3 4 i) B 7 g 9 10

Tiempo [Segundos]

Fig. 4.15: Simulacion de friccion de Coulomb en el primer actuador.

Las graficas anteriores muestran que la posicion se estabiliza en un valor de
aproximadamente 4.8 radianes, mientras que la friccidbn es positiva en un instante, y
negativa en otro debido al cambio de signo de la velocidad.

Segundo eslabdn y actuador.

Posicidn del segundo eslabdn o2 Welocidad del segundo eslabdn g4

0.025 : . . . . . . . :
0oz
0mst
- —
o O R e R s e e e s S =
& £
o =
0.005
ok
0005 i i i i i i i i i
o 2 3 4 5 B 7 8 9 10
Tiempo [Segundos] Tiempo [Segundos]
Fig. 4.16: Simulacién de posicion con friccion de Coulomb Fig. 4.17: Simulacién de velocidad con friccion de Coulomb
segundo eslabon. segundo eslabon.
Friccidn de Coulomb en el actuadaor 2
08 . r . . . . . : T
06}
=
2
Z o}
02
04F
6 - P I .
oo 2 3 4 5 B 7 8 °9 1@

Tiempo [Segundos]

Fig. 4.18: Simulacion de friccion de Coulomb en el segundo actuador.
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Capitulo 4: Modelos de friccién en un robot de dos grados de libertad.

El comportamiento de la simulacién anterior es distinto, pues comienza con un
incremento es posicion, pero después un instante desciende y repite su comportamiento
hasta que se estabiliza. La velocidad repite su comportamiento pero con mayor frecuencia,
mientras que la friccion se encuentra entre un valor positivo y un valor negativo debido a
que depende de la velocidad.

Modelo de friccion viscosa y de Coulomb.

Las condiciones de simulacion que definen el comportamiento de la friccion se
definen de la siguiente manera:

Tiempo de simulacion: 80 seg.

Coeficientes de friccidon de coulomb
¢1=0.69
c2=0.75

B=30

Se substituye la siguiente ecuacion:

F = fv(q) + fcsgn(q)

Primer eslabdn y actuador.

g1 [Radianes]

Fig.

Posicign del primer eslabén g1

Yelocidad del primer eslabdn g3
T T T T T

(4.8)

451

35}

251

e |

43 [Radfseq]

i L i i |

10

20

i i 1
30 40 50 60 70 a0 1} 10 20

Tiernpo [Segundos]

L i i
30 40 a0 B0 70 a0
Tiempo [Segundos]

4.19: Simulacion de posicion con friccion viscosa y Coulomb Fig. 4.20: Simulacion de velocidad con friccion viscosa y

primer eslabon

Coulomb primer eslabon
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Capitulo 4: Modelos de friccidn en un robot de dos grados de libertad.

Friccidn viscosa y de Coulomb en el actuador 1
2 T T T T

F1 [Nm]

s i i H i ; i .
0 10 20 30 40 50 [=ln) 70 80
Tiempo [Segundos]

Fig. 4.21: Simulacién de friccion viscosa y Coulomb primer actuador

Se puede observar en las graficas anteriores que al agregar los modelos de
friccion viscosa y Coulomb se produce una menor oscilacion y la estabilidad es mas pronta,
aunque es tiempo de simulacion es mayor, a comparacion de estos modelos simulados por
separado.

Segundo eslabdn y actuador.

Posicidn del segundo eslabdn g2 Welocidad del sequndo eslabdn g4
T T T T T

0035 . . . . . . 0.035
ool ool : : } ‘ 1
— SPIPCY I SNE NRUNE SN, MO SRS S O, -

. om 002 .
w =
A 3
g : : : : : : 2 : : :
TG | L B 015 ksfeesianennrdmmn Bannn i Tea bnnas s
g : g : : & : g :
o =
0.01 001 g
OO0 v e 005 [ oo
0 8 0
0005 i i i i i i i 0005 i i i i i i i
0 10 0 30 40 50 B0 70 80 0 10 0 30 40 50 B0 70 50
Tiempo [Segundos] Tiempo [Segundos]

Fig. 4.22: Simulacién de posicion con friccion viscosa y Coulomb Fig. 4.23: Simulacion de velocidad con friccion viscosa y

segundo eslabon. Coulomb segundo eslabon.
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Capitulo 4: Modelos de friccién en un robot de dos grados de libertad.

Friccidn viscosa y de Coulomb en el actuador 2
T

06

04F

F2 [N#m]

02r

EH"""E ..... e e e e e P

a1 i i H i ; i
0 10 20 30 40 50 [=ln) 70 80
Tiempo [Segundos]

Fig. 4.24: Simulacion de friccion viscosa y Coulomb segundo actuador.

En las graficas anteriores aprecia un sobre impulso en la

posicion, para

posteriormente ocurra una caida en la velocidad llegando a ser negativa por un instante, por

lo que la friccion sufre este cambio de signo también.

Efecto Stribeck.

Se definen las condiciones de simulacion de la siguiente manera:

Fs=0.53 £=0.042
Fc=0.35 o, =2
Tiempo de simulacion: 80 seg. Velocidad de Stribeck
Vs1=.0018

La foérmula sustituida en el vector de fuerzas disipativas en este caso es:

il
vs

F = fc+(fs— foe ™ + fu(d)q

(4.9
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Capitulo 4: Modelos de friccidn en un robot de dos grados de libertad.

Primer eslabdn y actuador.

Posicidn del primer eslabdn g1 Welocidad del primer eslabdn g3
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Fig. 4.25: Simulacion de posicion con el efecto Stribeck primer Fig. 4.26: Simulacion de velocidad con el efecto Stribeck primer
eslabon. eslabon.
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Fig. 4.27: Simulacion del efecto Stribeck primer actuador.

Se observa en las gréaficas anteriores, que la posicion y la velocidad se estabiliza
en aproximadamente 10 seg. El efecto Stribeck incrementa cuando la velocidad es cero,
dado que esté presente solo a valores bajos de velocidad.

Segundo eslabdn y actuador.

Posicidn del segundo eslabdn g2 “elocidad del segundo eslabdn g4
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Fig. 4.28: Simulacion de posicion con el efecto Stribeck segundo Fig. 4.29: Simulacion de velocidad con el efecto Stribeck segundo
eslabén. eslabon.
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Efecto Stibeck en el actuador 2
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Fig. 4.30: Simulacion del efecto Stribeck segundo actuador.

Existe un comportamiento similar al del primer eslabon excepto que la
velocidad se comporta de manera negativa, lo cual no afecta el comportamiento del efecto
Stribeck aunque la velocidad sea negativa sigue tomando valores altos, en ese instante el
efecto Stribeck es despreciable, por lo contrario cuando la velocidad se acerca a cero, el

efecto Stribeck tiene una influencia importante.

Modelo de friccion de Lugre.

Las condiciones iniciales de ésta simulacion se definen a continuacion:

Fc=.1 o,=10"5
VS :.001 O_l — [1075
Fs=.15 c,=0.4
Tiempo de simulacion: 20 seg.

Se sustituye la siguiente ecuacion en el vector de fuerzas de friccion.

e, a4
dt 9(v)

z (4.10)

donde g(v) se define de esta manera:

_fer(fs- fc)e_(%j @.11)

g(v)

0,
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Capitulo 4: Modelos de friccidn en un robot de dos grados de libertad.

La friccion de Lugre es descrita por la ecuacion 4.12

F=0c,z+0 dz+0'q
— %o 1 4 2
dt

Primer eslabdn y actuador.

Posicidn del primer eslabdn g1
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Fig. 4.31: Simulacién de posicion con friccion de Lugre primer

eslabon.
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Fig. 4.33: Promedio de deflexion de las cerdas primer actuador

(4.12)

Welocidad del primer eslabdn g3
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Fig. 4.32: Simulacion de velocidad con friccion de Lugre primer

eslabon.
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Fig. 4.34: Simulacion de la friccion de Lugre primer actuador.

En las graficas anteriores se puede observar que cuando sucede un incremento
en la velocidad lo hay también en la friccion, un factor mas que existe es el promedio de
deflexion que hay en las cerdas, el cual se mantiene constante mientras hay movimiento.
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Segundo eslabdn y actuador.

Posicidn del segundo eslabdn g2
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Fig. 4.35: Simulacién de posicion con friccion de Lugre segundo
eslabon.
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Fig. 4.37: Promedio de deflexion de las cerdas segundo actuador
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Fig. 4.36: Simulacion de velocidad con friccion de Lugre primer

eslabon.
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Fig. 4.38: Simulacion de la friccion de Lugre segundo actuador.

Se puede observar de las graficas anteriores que el promedio de deflexion de las
cerdas depende del cambio de posicion, y la friccion de Lugre depende de la velocidad

articular.

Modelo de friccién de Dahl.

Las condiciones iniciales para el siguiente modelo se muestran a continuacion.

0,=0.53
Fc=0.05
Tiempo de simulacion: 100 seg.
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La siguiente ecuacion del modelo de friccion de Dahl es sustituido en el R2GL.

& oa-Eid
raab (4.13)
. .
Primer eslabon y actuador.
Posicion del primer eslabon g1 Welocidad del primer eslabon g3
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Fig. 4.39: Simulacion de posicion con friccion de Dahl primer Fig. 4.40: Simulacion de velocidad con friccion de Dahl primer
eslabon. eslabon.

Friccion de Dahl en el actuador 1
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Fig. 4.41: Simulacion de la friccion de Dahl primer actuador.

La posicion de la grafica anterior converge al reposos lentamente mientras que
la velocidad y la friccion tienen un comportamiento oscilatorio, la velocidad se estabiliza en
aproximadamente 70 seg. la friccion tiende al reposo.
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Segundo eslabdn y actuador.

Paosicion del segundo eslabon g2 “elocidad del segundo eslabon g4
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Fig. 4.42: Simulacién de posicion con friccion de Dahl segundo Fig. 4.43: Simulacion de velocidad con friccion de Dahl segundo
eslabon. eslabon.
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Fig. 4.44: Simulacion de la friccion de Dahl segundo actuador.

El comportamiento de la friccion y velocidad es similar al de las graficas
anteriores, can un cambio en la posicidon pues se estabiliza en un periodo mas amplio de
tiempo.

Modelo de friccién de Maxwell.

La ecuacion a sustituir es el modelo mas complejo de friccion pues
involucra el comportamiento dinamico de la friccion, asi como el efecto Stribeck, es una
aproximacion mas cercana al comportamiento real de la friccion en sistemas mecanicos.

Cuando el sistema esta en reposo se toma en cuenta la siguiente ecuacion.

& _, (4.14)
dt
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Capitulo 4: Modelos de friccidn en un robot de dos grados de libertad.

Mientras que cuando cambia su estado de reposo e inicia un movimiento se
considera la siguiente ecuacion:

dz z (4.15)
—=tanh(f4q)| 1-—
dt (ﬁq)( sj
La siguiente ecuacion modela la fuerza de friccion de Maxwell.
F=mz+ 0'% +(
= a4 (4.16)
Las condiciones iniciales del sistema se definen a continuacion:
Parametro de atraccion. 0,=0.005;
c=0.25
Constante de deslizamiento de Coulomb. =0.045;
s=.024
=30 Tiempo de simulacion: 10 seg.

Primer eslabén y actuador.

Posicion del primer eslabon g1
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Yelocidad del primer eslabon g3
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Fig. 4.45: Simulacién de posicion con friccion de Maxwell en Fig. 4.46: Simulacion de velocidad con friccion de Maxwell en
primer eslabon. primer eslabon.
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Friccion de Maxwell Slip en el actuador 1
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Fig. 4.47: Simulacion de la friccion de Maxwell primer actuador.

Las graficas anteriores muestran que en este modelo de friccion la posicion
converge al reposo muy pronto en aproximadamente 2 seg. la velocidad llega a cero en 3
seg., mientras que la friccion se estabiliza en un valor después de los 3seg. pero su valor no
cero si no que mientras que el sistema esta en reposo la friccion tiene un valor.

Segundo eslabén y actuador.

Paosicion del segundo eslabon g2 “elocidad del segundo eslabon g4
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Fig. 4.48: Simulacion de posicion con friccion de Maxwell en Fig. 4.49: Simulacion de velocidad con friccion de Maxwell en
segundo eslabon. segundo eslabon.
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Fig. 4.50: Simulacion de la friccion de Maxwell segundo actuador.
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Capitulo 4: Modelos de friccidn en un robot de dos grados de libertad.

El comportamiento de los dos eslabones es muy parecido aunque como se
aprecia en las graficas anteriores en el segundo eslabon la fuerza de friccion es menor,
debido a que hay menor influencia de la velocidad pues ésta es menor.

4.5 Conclusiones.

El saber el comportamiento de la friccion en un sistema electromecanico es
importante debido a que es un fendmeno inherente a estos sistemas, por lo tanto evaluar
cada uno de los modelos de friccion existentes, nos da un panorama, mas claro de la energia
que disipa la friccion, y como afecta el desempeiio tanto en posicidon como en velocidad.

Es gracias a la friccion que el robot se estabiliza, pues no estd sujeto a ningin
control, solo es colocado en una posicion vertical, a fin de que con un cambio en la
condicion inicial, caiga y se estabilice mediante la friccion, momento en el cual podemos
evaluarlo para saber como es el comportamiento de la fuerza de friccion, en donde
podemos ver que no es despreciable ésta fuerza pues logra estabilizar al robot, en un
periodo de tiempo determinado.
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5.1 Conclusiones generales.

A lo largo de éste trabajo de tesis se dieron a conocer los principales modelos de
friccion comunmente utilizados, asi como ciertas estrategias que implican consideraciones
mas complejas y que describen los avances mas recientes en tribologia. Se tomaron en
cuenta la mayor parte de consideraciones posibles de éste fenomeno, asi mismo los
fundamentos de los modelos clésicos, estaticos y dindmicos, ademas de los distintos efectos
que produce la friccion en los sistemas electromecanicos para cada uno de los modelos
presentados en éste trabajo de investigacion, y con ello conseguir su posterior simulacion
digital, para que de esta manera se tuviera la oportunidad de analizar los resultados de las
influencias tribologicas aplicadas a un sistema masa-resorte, que describe adicionalmente
un efecto inercial y eldstico. Sin embargo, la tendencia del estudio de los fendmenos
tribologicos en sistemas electromecanicos tiene mayor interés en el desempeiio de un robot
manipulador, para nuestro caso de estudio se tomo en consideracion uno con dos grados de
libertad, con desempefio planar y con influencia del vector de fuerzas gravitacionales.
Siendo asi el objetivo fundamental de este trabajo, con lo cual concluimos que la friccion es
un fenémeno fisico inherente presente en todo sistema dindmico, y que produce distintos
efectos en el sistema, tales como son el desgaste en los actuadores, en transmisiones
mecanicas, articulaciones y propicia comportamientos indeseables en el sistema de control,
mismo que puede tomar en consideracion los modelos mas avanzados de friccion y asi
compensar o inyectar de manera artificial dichos efectos, logrando con ello beneficios
palpables en la practica. De esta manera es posible evitar errores de posicion, velocidad y
fuerza de contacto, asi como dificultades en el seguimiento de trayectorias dentro del
espacio de trabajo.

La friccion es un fendmeno dificil de modelar matematicamente, debido a las
multiples implicaciones que se tienen durante el movimiento relativo de dos cuerpos en
contacto, sin embargo queda claro que el entender este fendmeno empleando técnicas
modernas de simulacion digital es posible afectar su influencia nociva durante el
desempefio de la tarea en cualquier robot con cualquier arquitectura. Para ello se involucran
técnicas de control no lineal de movimiento, mismas que permitan manipular la influencia
de la friccion articular. Esto no implica que de manera realista desaparezca dicho
fenémeno, lo que es posible conseguir es disminuir su influencia a partir del entendimiento
de sus efectos. La friccion no es exclusiva de la robotica, se hace presente en todos los
sistemas electromecanicos de cualquier proposito.
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En este trabajo de investigacion se presentan dos casos de estudio: el sistema masa-resorte
definido por una ecuacion diferencial de segundo orden lineal, y un robot planar de dos
grados de libertad modelado mediante la formulaciéon de Euler-Lagrange misma que
considera las fuerzas inerciales, gravitatorias, centrifugas, centripetas y de Coriolis, y que
constituye un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales. En ambos casos de estudio el
fenomenos de la friccion fue adherido empleando las leyes de la mecanica clésica y los
distintos modelos de friccion reportados en la literatura, tomando en consideracion las
estrategias vigentes y de reciente creacion.

El hecho de poder conocer a nivel simulacion los efectos de la friccion en un sistema masa-
resorte asi como en un robot de dos grados de libertad, empleando los distintos modelos
existentes, permitio realizar un estudio comparativo que permite verificar la validez de cada
uno de ellos y en un momento dado su consideracion para el disefio de las leyes de control
de movimiento de robots.

En el modelado y simulacion de los distintos modelos de friccion existentes, se
observo, que la friccion que es opuesta al movimiento no siempre tiene el mismo
comportamiento, y esto no depende exclusivamente del tipo de superficies que estan en
contacto, sino también del movimiento relativo que ocurre cuando éste inicia o concluye,
situacion que se hace presente durante la ejecucion de una tarea. Cabe mencionar que la
velocidad es un factor importante en el comportamiento de la friccion y sus caracteristicas
determinan dindmicamente el desempeiio de un sistema electromecanico durante la
ejecucion de una tarea, tal es el caso de un robot manipulador.

5.2 Trabajos futuros

El trabajo futuro de esta linea de investigacion y desarrollo consiste en los siguientes
puntos:

e Identificaciéon de parametros de friccion en un robot planar de dos grados de
libertad.

e Estudios de control de movimiento con compensacion e inyeccion de friccion en un
robot planar de dos grados de libertad.

e Publicacion de un articulo cientifico con arbitraje estricto.

Los trabajos experimentales futuros seran realizados en la plataforma experimental
presentada en la Figura 5.1.

79
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Figura 5.1: Robot experimental R2GL [21].

5.3 Perspectivas.

Las perspectivas de un trabajo de esta naturaleza son dar a conocer la importancia de los
fenomenos de friccion en sistemas electromecénicos, sistemas excesivamente empleados en
la industria y otros sectores sociales. Adicionalmente, el hecho de reunir los diferentes
modelos de friccion existentes hasta el presente afio, permite visualizar las técnicas
modernas para interpretar de mejor manera dicho fendmeno y en un momento dado
compensarlo o incrementarlo desde el disefio del mismo sistema hasta el disefio de su ley
de control. Considerar este fendmeno en cualquier sistema mecatronico permitira elevar de
manera Optima su desempefio, situacion que implica una disminucion de mantenimiento
preventivo y correctivo, ahorro considerable de la energia e incremento de la vida 1til de
los mecanismos involucrados. Paralelamente los resultados inminentes tendran que influir
en un aumento en la calidad del proceso que involucra a dicho sistema electromecanico, tal
es el caso de un robot manipulador.
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® Actuador: es el dispositivo que proporciona la fuerza motriz real para las
articulaciones de un robot. El actuador suele obtener su energia a partir de una de
estas tres fuentes: aire comprimido, fluido por presion o electricidad; por lo que
reciben el nombre de actuadores neumaticos, hidraulicos o eléctricos.
Los actuadores tales como los relés, solenoides y motores, posibilitan que la
computadora, controle la operacion de los sistemas del vehiculo [17].

e Articulacidn: una articulacion es la conexion que existe entre dos o mas eslabones,
la cual se encuentra en los nodos de los eslabones y permite algin movimiento o
movimiento potencial, entre los eslabones conectados. Cada articulacion provee al
robot de al menos un “grado de libertad”. En otras palabras, las articulaciones
permiten al manipulador realizar movimientos [17].

e Centro de masa: las fuerzas se distribuyen sobre una linea, un area o un volumen.
Por lo comun, no es muy dificil encontrar una resultante de estas fuerzas
distribuidas. Para tener el mismo efecto esta resultante debe actuar sobre el
centroide del cuerpo, el cual es un punto en el que se puede considerar que un
sistema de fuerzas distribuidas estd concentrado, con el mismo efecto que la fuerza
distribuida [17].

e Dinamica: se denomina dinamica a la parte de la mecanica que estudia
conjuntamente el movimiento y las fuerzas que lo originan [17].

o Efecto de Coriolis: efecto debido al movimiento rotacional de la tierra, que se
manifiesta en todo cuerpo en movimiento, de tal forma que lo desvia de su
trayectoria recta. En el hemisferio norte la desviacion ocurre hacia la derecha de la
direccion del cuerpo y mientras que en el hemisferio sur la desviacion es hacia la
izquierda [17].

e Energia: capacidad de realizar un trabajo [17].

e Energia Cinética: es la energia que posee un cuerpo por razéon de su movimiento
[17].

e Energia potencial: la que posee un cuerpo por el hecho de hallarse en un campo de
fuerzas, se dice que estd en reposo [17].

e Eslabdn: el eslabon es un cuerpo rigido que posee por lo menos dos nodos, que son
los puntos de unidn con otros eslabones. Los eslabones se pueden nombrar de
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acuerdo al niamero de nodos que poseen, por ejemplo: Eslabon binario: Es el que
contiene dos nodos. Eslabon ternario: Es el que contiene tres nodos [17].

Friccion: la friccion aparece cuando dos superficies se frotan una en contra de la
otra presentando desprendimiento de calor [17].

Fuerza de Coriolis: efecto debido al movimiento rotacional de la tierra, que se
manifiesta en todo cuerpo en movimiento, de tal forma que lo desvia de su
trayectoria recta [17].

Fuerza de friccion: fuerza aparente hacia el exterior experimentada por un cuerpo
que gira alrededor de su eje [17].

Fuerza de gravedad: fuerza de atraccion entre dos masas. La magnitud de esta
fuerza es directamente proporcional al producto de ambas masas e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia que las separa [17].

Grado de libertad: son los posibles movimientos basicos independientes, ya sean
giratorios o de desplazamiento, que el robot puede realizar [17].

Inercia: propiedad de un cuerpo que tiende a oponerse a toda variacion en su estado
de reposo 0 de movimiento [17].

Longitud: dimension que expresa el valor de una distancia [17].

Manipulabilidad: es la posibilidad de moverse libremente en todas las direcciones
del espacio de trabajo [17].

Manipulador: es un mecanismo que usualmente consiste en una serie de eslabones
articulados o desplazamiento relativo a otro eslabon, para agarrar y mover objetos,
por lo regular tiene varios grados de libertad [17].

Matriz: conjunto de m x n numeros distribuidos en m filas y n columnas. Cada
numero se designa con dos indices: el primero sefiala el nimero de filas contadas de
arriba a abajo, y el segundo de la columna contando de izquierda a derecha [17].

Mecanica: es la rama de la Fisica y de la ingenieria que se ocupa de las relaciones
mutuas entre fuerza, materia y movimiento [17].

Modelo matematico: es simplemente una representacion matematica de sistemas
del mundo real. Este modelo se desarrolla a través de la aplicacion, a los elementos
de un sistema, de las reglas conocidas del comportamiento [17].

Radianes: unidades angulares que corresponden a un arco de longitud igual a su
radio [17].
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Robot: es un dispositivo mecanico que realiza acciones basadas en movimientos.
Sus acciones mas comunes son moverse autonémicamente entre otras
manipulaciones demasiado precisas, pesadas, repetitivas o riesgosas para el humano
[17].

Robot manipulador: son esencialmente brazos articulados. De forma mas precisa,
un manipulador convencional es una cadena cinematica abierta formada por un
conjunto de eslabones o elementos de la cadena interrelacionados mediante
articulaciones o pares cinematicos [17].

Servomotor: aparato mecanico gobernado por la rueda del timén y que a su vez
acciona la cafa del timon en los buques grandes [17].

Tarea de un robot: es cualquier trayectoria que sigue el robot de forma repetitiva
para realizar un objetivo. Es una rutina que ha sido programada con el fin de que el
robot la realice cuando sea ejecutada [17].

Simulacion digital: representacion del comportamiento de algo, expresado en
magnitudes numéricas mediante el computador [17].

Stiction: es la resistencia al inicio del movimiento, normalmente medido como la
diferencia entre los valores de conduccion requeridos para baja escala o sobre escala
de la friccion estatica. Stiction es una palabra creada para enfatizar la diferencia
entre friccion estatica y friccion dinamica [17].

Tribologia: ciencia que abarca el estudio de la friccion, el desgaste y la lubricacion
de sistemas electromecanicos [1].
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Apeéndice A: Codigo de las simulaciones

Sistema masa-resorte

Friccion de Coulomb.

clear all
close all
cle

global dx
dx=zeros(3,1);

options=odeset('MaxStep',0.1, InitialStep',0.1);
[t,x]=ode45('mra_sec',[0 50],[0 0 0],options);

f=0.07;
beta = 30;

Fc = f*tanh(beta*x(:,2));

figure(1)

plot(t,x(:,1));
xlabel('Tiempo (seg)');
ylabel('metros');
title("Posicion')

grid;

figure(2)

plot(t,x(:,2));
xlabel('Tiempo (seg)');
ylabel('m/s');
title('Velocidad")

grid;

figure(3)

plot(t,Fc);
xlabel('Tiempo (seg)');
ylabel('N");
title('Friccion de Coulomb')
grid;

function dx= mra_sec(t,x)
global dx

%Parametros
m=1;

k=2;
f=0.07;
beta = 30;
u=.5;

%PFriccion seca
Fc = f*tanh(beta*x(2));

% Ecuaciones de estado
dx(1,1)=x(2);
dx(2,1)=(k*u-Fc-k*x(1))/m,;

del

84



Friccion viscosa.

clear all
close all
cle

global dx
dx=zeros(3,1);

options=odeset('MaxStep',0.1, InitialStep',0.1);
[t,x]=ode45('mra_vis',[0 50],[0 0 0],options);

f=0.4;
Fv = *x(:,2);

figure (1)
plot(t,x(:,1));
xlabel('Tiempo (seg)');
ylabel('metros');
title("Posicion')

grid;

figure (2)
plot(t,x(:,2));
xlabel('Tiempo (seg)');
ylabel('m/s');
title('Velocidad")

grid;

figure (3)

plot(t,Fv);
xlabel('Tiempo (seg)');
ylabel('N');
title('Friccion Viscosa')
grid;

function dx= mra_vis(t,x)
global dx

%Parametros
m=1;

k=2;

f=04;

u=.5;

% Friccion viscosa
Fv = f*x(2);

% Ecuaciones de estado
dx(1,1)=x(2);
dx(2,1)=(k*u-Fv-k*x(1))/m;
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Ficcidn viscosa y de Coulomb.

clear all
close all
cle

global dx
dx=zeros(3,1);

options=odeset('MaxStep',0.1,'InitialStep',0.1);

[t,x]=ode45('mra_sec Vis',[0
0],options);

fv=0.04;
fc=0.07;
beta = 30;

%Friccion viscosa y de Coulomb

Fve=(fv*x(:,2))+(fc*tanh(beta*x(:,2)));

figure (1)
plot(t,x(:,1));
xlabel('Tiempo (seg)');
ylabel('metros');
title("Posicion')

grid;

figure (2)
plot(t,x(:,2));
xlabel('Tiempo (seg)');
ylabel('m/s');
title('Velocidad')

grid;

figure (3)

plot(t,Fvc);
xlabel('Tiempo (seg)');
ylabel('N');
title('Friccion viscosa y de Coulomb')
grid;

501,[0

0

function dx= mra_sec_Vis(t,x)
global dx

%Parametros

m=1;
k=2;
fv=0.04;
fc=0.07;
beta = 30;
u=0.5;

%Friccion viscosa y de Coulomb
Fve=(fv*x(2))+(fc*tanh(beta*x(2)));
% Ecuaciones de estado

dx(1,1)=x(2);
dx(2,1)=(k*u-Fvc-k*x(1))/m;
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Efecto Stribeck

clear all
close all
cle

global dx
dx=zeros(2,1);

options=odeset('MaxStep',0.1,'InitialStep',0.1);
[t,x]=ode45('mra_str',[0 100],[0 0],options);

Fs=.5;
Fc=.25;
Vs=.001;
£=0.244;
delta_s=1;
Fv=f*x(:,2);

Fst=Fc+(Fs-Fc)*exp(-
abs((x(:,2)/Vs))."delta s)+Fv;

figure (1)
plot(t,x(:,1));
xlabel('Tiempo (seg)');
ylabel('metros');
title("Posicion')

grid;

figure (2)
plot(t,x(:,2));
xlabel("Tiempo (seg)");
ylabel('m/s');
title("Velocidad')

grid;

figure (3)

plot(t,Fv);
xlabel('Tiempo (seg)');
ylabel('m/s');
title('Friccion viscosa')
grid;

figure (4)

plot(t,Fst);
xlabel('Tiempo (seg)');
ylabel('N");
title('Efecto Stribeck")
grid;

function dx= mra_str(t,x)
global dx

%Parametros

m=1;

k=2;
Fs=.5;
Fc=.25;
Vs=0.01;
=0.24;
delta s=1;
u=0.5;
Fv=f*x(2);

% Funcion que describe el efecto Stribeck
Fst=Fc+(Fs-Fc)*exp(-
abs((x(2)/Vs))."delta_s)+Fv;

% Ecuaciones de estado
dx(1,1)=x(2);
dx(2,1)=(k*u-Fst-k*x(1))/m;
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Friccion de Lugre.
clear all

close all

clc

global dx
dx=zeros(3,1);

options=odeset('MaxStep',0.1,'InitialStep',0.1);

[t,x]=ode45('mra_lug',[0 1],[0 O O],options);
sigma0=1*10"5;

sigmal=sqrt(1*10"5);

sigma2=0.4;

Fs=1.5;

Fc=1;

Vs=.001;

gv=(Fc+(Fs-Fc)*exp(-(x(:,2)/Vs)."2))/sigma0;

x3p=x(:,2)-(abs(x(:,2))./gv).*x(:,3);

Fl=sigma0*x(:,3)+sigmal *x3p+sigma2*x(:,2);

figure (1)

plot(t,x(:,1));
xlabel('Tiempo (seg)');
ylabel('metros');
title("Posicion')

grid;

figure (2)

plot(t,x(:,2));
xlabel('Tiempo (seg)');
ylabel('m/s');
title('Velocidad")

grid;

figure (3)

plot(t,gv);
xlabel('Tiempo (seg)');
ylabel('m/s');
title('Funcion que describe el efecto Stribeck')
grid;

figure (4)

plot(t,x(:,3));
xlabel('Tiempo (seg)');
ylabel('m');
title('"Promedio de deflexion de las cerdas')
grid;

figure (5)

plot(t, Fl);
xlabel('Tiempo (s)');
ylabel('N');
title('Friccion de Lugre'");
grid;

function dx= mra_lug(t,x)
global dx

%Parametros

m=1;

k=2;

sigma0=10"5;
sigmal=sqrt(10"5);
sigma2=0.4;
Fs=1.5;

Fe=1;

Vs=.001;

u=.5;

% Funcion que describe el efecto Stribeck
gv=(Fc+(Fs-Fc)*exp(-
(x(2)/Vs)."2))/sigma0;

X3p=x(2)-(abs(x(2))/gv)*x(3);

%Funcion que describe el efecto de friccion
de Lugre
Fl=sigma0*x(3)+sigmal *x3p+sigma2*x(2);

% Ecuaciones de estado
dx(1,1)=x(2);
dx(2,1)=(k*u-FI-k*x(1))/m,;
dx(3,1)=x3p;
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Friccion de Dahl.
clear all

close all

clc

global dx
dx=zeros(3,1);

options=odeset('MaxStep',0.1,'InitialStep',0.1);
[t,x]=ode45('mra_dahl',[0 60],[0 0 0],options);

sigma=0.5;
Fc=1;

dF=sigma*x(:,2)-(x(:,3)/Fc).*abs(x(:,2));

figure (1)
plot(t,x(:,1));
xlabel('Tiempo (seg)');
ylabel('metros');
title("Posicion')

grid;

figure (2)
plot(t,x(:,2));
xlabel('Tiempo (seg)');
ylabel('m/s');
title('Velocidad")

grid;

figure (3)
plot(t,x(:,3));
xlabel('Tiempo (seg)');
ylabel('N');
title('Friccion Dahl')
grid;

function dx= mra_dahl(t,x)
global dx

%Parametros
m=1;

k=2;

u=.5;
sigma=0.5;
Fc=1;

%Friccion de Dahl
dF=sigma*x(2)-(x(3)/Fc)*abs(x(2));
%dF=sigma*x(2)-
sigma*x(3)*x(2)*tanh(50*x(2))/Fc;

% Ecuaciones de estado
dx(1,1)=x(2);
dx(2,1)=(k*u-dF-k*x(1))/m;
dx(3,1)=dF;
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Friccion de Maxwell.

clear all
close all
cle

global dx
dx=zeros(3,1);

options=odeset('MaxStep',0.1, InitialStep',0.1);
[t,x]=ode45('mra_maxwell slip',[0 40],[0 O

0],options);

k=2;

m=1;
sigma=.005;
beta=30;
=.25;
c=.25;
s=.024;

Dz= tanh(beta*x(:,2)).*(1-(x(:,3)/s));
Fms= k*x(:,3)+(sigma*Dz)+x(:,2);

figure (1)
plot(t,x(:,1));
xlabel('Tiempo (seg)');
ylabel('metros');
title('Posicion')

grid;

figure (2)
plot(t,x(:,2));
xlabel('Tiempo (seg)");
ylabel('m/s');
title('Velocidad')

grid;

figure (3)

plot(t, Fms);
xlabel('Tiempo(seg)");
ylabel('N');
title('Friccion de Maxwell Slip');
grid;

function dx= mra_maxwell slip(t,x)
global dx

%Parametros

m=1;

k=2;
beta=30;
=.25;
sigma=.005;

c=.25; % parametro de atraccion
s=.024; %constante de deslizamiento de
Coulomb

Dz=x(2);

if (x(2)< 0.0001 && x(2)>-0.0001)
Dz= tanh(beta*x(2))*(1-(x(3)/s));

end

%Funcion que describe el efecto de
friccion de Maxwell Slip
Fms=(k*x(3))+(sigma*Dz)+x(2);

u=.5;

% Ecuaciones de estado
dx(1,1)=x(2);
dx(2,1)=(k*u-Fms-k*x(1))/m;
dx(3,1)=Dz;
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Apeéndice B: Codigo de las
R2GL.

Friccion viscosa.

function dx = Robovis1(t,x)
global dx

%%% Masa del eslabon 1 %%%
m1=0.8293;

%%% Masa del eslabon 2 %%%
m2=0.3402;

%%% Longutud del eslabon 1 %%%
11=0.2032;

%%% Longutud del eslabon 2 %%%
12=0.3841;

%%% Longutud Al centro de mas del eslabon 1 %%%
Ic1=0.1551;

%%% Longutud Al centro de mas del eslabon 2 %%%
1c2=0.1635;

%%% Inercia del eslabon 1 %%%
11=0.005;

%%% Inercia del eslabon 2 %%%
12=0.0043;

%%% Coeficientes de friccion

v1=0.245;

v2=0.27;

%%% Coeficientes de friccion de coulomb
¢1=0.0023;

¢2=0.0025;

%%% Gravedad %%%

g=9.8;

% Parametros reducidos %%%

O1 = ml*(c1"2)+m2*(11°2)+I1;

02 = m2*(1c2"2)+12;

03 = m2*11*1c2;

04 = m1*lc1+m2*11;

05 =m2*Ic2;

%0%%%%% Modelo Dinamico del Robot
%Posiciones articulares

q=[x(1);x(3)];

simulaciones del
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%Velocidades articulares

qQp=[x(2);x(4)];

% Matriz de Inercia

D11 = 01+02+03*cos(x(3));

D12 = 02+03*cos(x(3));

D21 = 02+03*cos(x(3));

D22 =02;

% Matriz de Fuerzas Centripetas y Coriolis
C11 =-0O3*sin(x(3))*x(4);

C12 =-03*sin(x(3))*(x(2)+x(4));

C21 = -0O3*sin(x(3))*x(2);

C22=0;

% Vector de fuerzas de Gravedad

G1 =04*g*cos(x(1))+O5*g*cos(x(1)+x(3));
G2 =05*g*cos(x(1)+x(3));

% Vector de fuerzas disipativas (Friccion)
Frl =v1*x(2);

Fr2 = v2*x(4);

% Matrices del robot
D=[D11,D12;D21,D22];
C=[C11,C12;C21,C22];

G=[G1;G2];

Fr=[Fr1;Fr2];

%Fr=[0;0];

N=Fr+C*qp+G;

%%% Vector de entradas de control (Tau)
T=[0;0];

% Ecuaciones de Estado
qpp=inv(D)*(T-N);

dx(1,1)=x(2);

dx(2,1)=qpp(1);
dx(3,1)=x(4);

dx(4,1)=qpp(2);

s sk sk sk sk s sk sfe ke s sk sk s sk sfe sk sk sk sk s ke sk sk sk s sk sfe sk sk sk sk s sk sfe sk sk sk sk s ke sl sk sk s sk s sk sk sk sk s sk sfe sk sk sk sk s ke sk skeosk sk sk sk skeosk sk sk

close all
clear all
cle

global dx
dx=zeros(4,1);

options=odeset('MaxStep',0.1, InitialStep',0.1);
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[t,x]=ode45('Robovis1',[0 10],[pi/2+0.2 0 0 0],options);

v1=0.245;
v2=0.27,

% Vector de fuerzas disipativas (Friccion)
Frl =v1*x(:,2);
Fr2 = v2*x(:,4);

figure (1)

plot (t,x(:,1));

title("Posicion del primer eslabon ql1');
xlabel('Tiempo [Segundos]');
ylabel('ql [Radianes]');

grid

%legend('ql','qd1");

figure (2)

plot (t,x(:,3));

title("Posicion del segundo eslabon q2");
xlabel("Tiempo [Segundos]');
ylabel('q2 [Radianes]');

grid

%legend('q2','qd2");

figure (3)

plot (t,x(:,2));

title("Velocidad del primer eslabon q3');
xlabel('Tiempo [Segundos]');

ylabel('q3 [Rad/seg]');

grid

%legend('q3','qd3");

figure (4)

plot (t,x(:,4));

title("Velocidad del segundo eslabon g4');
xlabel('Tiempo [Segundos]');

ylabel('q4 [Rad/seg]');

grid

%legend('q4','qd4");

figure (5)

plot (t,Frl);

title('Friccion viscosa en el actuador 1');
xlabel("Tiempo [Segundos]');
ylabel('FV1 [N/m]");

grid

93



figure (6)

plot (t,Fr2);

title('Friccion viscosa en el actuador 2');
xlabel('Tiempo [Segundos]');
ylabel('"FV2 [N/m]");

grid

Friccion de Coulomb.
function dx = Robocoulomb1(t,x)
global dx

Masa del eslabon 1 %%%

m1=0.8293;

%%% Masa del eslabon 2 %%%
m2=0.3402;

%%% Longutud del eslabon 1 %%%
11=0.2032;

%%% Longutud del eslabon 2 %%%
12=0.3841;

%%% Longutud Al centro de mas del eslabon 1 %%%
Ic1=0.1551;

%%% Longutud Al centro de mas del eslabon 2 %%%
1c2=0.1635;

%%% Inercia del eslabon 1 %%%
11=0.005;

%%% Inercia del eslabon 2 %%%
12=0.0043;

%%% Coeficientes de friccion

v1=0.245;

v2=0.27;

%%% Coeficientes de friccion de coulomb
c1=0.69;

c2=0.75;;

%%% Gravedad %%%

g=9.8;

% Parametros reducidos %%%
01 = m1*(Ic1/2)+m2*(11°2)+11;
02 = m2*(1c2"2)+12;

03 = m2*11*1c2;

04 = m1*1c1+m2*11;

05 =m2*Ic2;
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%%%%%% Modelo Dinamico del Robot
%Posiciones articulares

q=[x(1);x(3)];

%Velocidades articulares

qQp=[x(2);x(4)];

% Matriz de Inercia

D11 = 01+02+03*cos(x(3));

D12 = 02+03*cos(x(3));

D21 = 02+03*cos(x(3));

D22 =02;

% Matriz de Fuerzas Centripetas y Coriolis
C11 =-03*sin(x(3))*x(4);

C12 =-03*sin(x(3))*(x(2)tx(4));

C21 = -03*sin(x(3))*x(2);

C22=0;

% Vector de fuerzas de Gravedad

G1 =04*g*cos(x(1))+O5*g*cos(x(1)+x(3));
G2 =05*g*cos(x(1)+x(3));

% Vector de fuerzas disipativas (Friccion)
beta=30;

Frl = c1*tanh(beta*x(2));

Fr2 = c2*tanh(beta*x(4));

% Matrices del robot
D=[D11,D12;D21,D22];
C=[C11,C12;C21,C22];

G=[G1;G2];

Fr=[Fr1;Fr2];

%Fr=[0;0];

N=Fr+C*qp+G;

%%% Vector de entradas de control (Tau)
T=[0;0];

% Ecuaciones de Estado
gpp=inv(D)*(T-N);

dx(1,1)=x(2);
dx(2,1)=qpp(1);
dx(3,1)=x(4);
dx(4,1)=qpp(2);

sk sk sk sk sfe sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sfeoske sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skeosie sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sie sk sk sie sk sfeosie sk sfe sk sk sfe sk sk s sk sk sk sk sk sk sk sk sk skeskok skosk

close all
clear all
cle
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global dx
dx=zeros(4,1);

options=odeset('MaxStep',0.1,'InitialStep',0.1);
[t,x]=ode45('Robocoulomb1',[0 50],[p1/2+0.2 0 0 0],options);

c1=0.69;
c2=0.75;
beta=30;

% Vector de fuerzas disipativas (Friccion)
Frl = c1*tanh(beta*x(:,2));
Fr2 = c2*tanh(beta*x(:,4));

figure (1)

plot (t,x(:,1));

title('Posicion del primer eslabon ql');
xlabel('Tiempo [Segundos]');
ylabel('ql [Radianes]');

grid

%legend('ql','qd1");

figure (2)

plot (t,x(:,3));

title('Posicion del segundo eslabon q2");
xlabel('Tiempo [Segundos]');
ylabel('q2 [Radianes]");

grid

%legend('q2','qd2");

figure (3)

plot (t,x(:,2));

title("Velocidad del primer eslabon q3');
xlabel("Tiempo [Segundos]');

ylabel('q3 [Rad/seg]');

grid

%legend('q3','qd3");

figure (4)

plot (t,x(:,4));

title("Velocidad del segundo eslabon gq4');
xlabel('Tiempo [Segundos]');

ylabel('q4 [Rad/seg]');

grid

%legend('q4','qd4");

figure (5)
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plot (t,Frl);

title('Friccion seca en el actuador 1');
xlabel('Tiempo [Segundos]');
ylabel('FC1 [N/m]");

grid

figure (6)

plot (t,Fr2);

title('Friccion seca en el actuador 2');
xlabel('Tiempo [Segundos]");
ylabel('"FC2 [N/m]');

grid;

Friccion viscosa y de Coulomb.
function dx = Robo_coul visl(t,x)
global dx

%%% Masa del eslabon 1 %%%
m1=0.8293;

%%% Masa del eslabon 2 %%%
m2=0.3402;

%%% Longutud del eslabon 1 %%%
11=0.2032;

%%% Longutud del eslabon 2 %%%
12=0.3841;

%%% Longutud Al centro de mas del eslabon 1 %%%
lc1=0.1551;

%%% Longutud Al centro de mas del eslabon 2 %%%
1c2=0.1635;

%%% Inercia del eslabon 1 %%%
11=0.005;

%%% Inercia del eslabon 2 %%%
12=0.0043;

%%% Coeficientes de friccion

v1=0.245;

v2=0.27;

%%% Coeficientes de friccion de coulomb
c1=0.69;

¢2=0.75;;

%%% Gravedad %%%

g=9.8;

% Parametros reducidos %%%
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O1 =ml*(1c1"2)+m2*(11°2)+I1;

02 = m2*(1c2"2)+12;

03 = m2*11*1c2;

04 = m1*lc1+m2*11;

05 =m2*Ic2;

%%%%%% Modelo Dinamico del Robot
%Posiciones articulares

q=[x(1);x(3)];

%Velocidades articulares

qQp=[x(2);x(4)];

% Matriz de Inercia

D11 =01+02+03*cos(x(3));

D12 = 02+03*cos(x(3));

D21 = 02+03*cos(x(3));

D22 =02;

% Matriz de Fuerzas Centripetas y Coriolis
C11 =-03*sin(x(3))*x(4);

C12 =-03*sin(x(3))*(x(2)+x(4));

C21 = -0O3*sin(x(3))*x(2);

C22=0;

% Vector de fuerzas de Gravedad

G1 = 04*g*cos(x(1))+O5*g*cos(x(1)+x(3));
G2 =05*g*cos(x(1)+x(3));

% Vector de fuerzas disipativas (Friccion)
beta=30;

Frl = v2*x(2)+c1*tanh(beta*x(2));
Fr2 = v2*x(4)+c2*tanh(beta*x(4));

% Matrices del robot
D=[D11,D12;D21,D22];
C=[C11,C12;C21,C22];

G=[G1;G2];

Fr=[Fr1;Fr2];

%Fr=[0;0];

N=Fr+C*qp+G;

%%% Vector de entradas de control (Tau)
T=[0;0];

% Ecuaciones de Estado
gpp=inv(D)*(T-N);
dx(1,1)=x(2);

dx(2,1)=qpp(1);
dx(3,1)=x(4);

dx(4,1)=qpp(2);
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close all
clear all
cle

global dx
dx=zeros(4,1);

options=odeset('MaxStep',0.1,'InitialStep',0.1);
[t,x]=0ode45('"Robo_coul visl',[0 80],[pi/2+0.2 0 0 0],options);

%%% Coeficientes de friccion

v1=0.245;

v2=0.27;

%%% Coeficientes de friccion de coulomb
c1=0.69;

c2=0.75;;

beta=30;

% Vector de fuerzas disipativas (Friccion)
Frl = v1*x(:,2)+c1*tanh(beta*x(:,2));
Fr2 = v2*x(:,4)+c2*tanh(beta*x(:,4));

figure (1)

plot (t,x(:,1));

title("Posicion del primer eslabon ql1');
xlabel('Tiempo [Segundos]');
ylabel('ql [Radianes]");

grid

%legend('ql','qd1");

figure (2)

plot (t,x(:,3));

title("Posicion del segundo eslabon q2");
xlabel('Tiempo [Segundos]');
ylabel('q2 [Radianes]");

grid

%legend('q2','qd2");

figure (3)

plot (t,x(:,2));

title("Velocidad del primer eslabon q3');
xlabel('Tiempo [Segundos]');

ylabel('q3 [Rad/seg]');

grid

%legend('q3','qd3");
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figure (4)

plot (t,x(:,4));

title("Velocidad del segundo eslabon g4');
xlabel('Tiempo [Segundos]');

ylabel('q4 [Rad/seg]');

grid

%legend('q4','qd4");

figure (5)

plot (t,Frl);

title('Friccion seca y viscosa en el actuador 1');
xlabel("Tiempo [Segundos]');

ylabel('F1 [N/m]');

grid

figure (6)

plot (t,Fr2);

title('Friccion seca y viscosa en el actuador 2');
xlabel('Tiempo [Segundos]');

ylabel('F2 [N/m]');

grid

Efecto Stribeck.
function dx = Robostr1(t,x)
global dx

%%% Masa del eslabon 1 %%%

m1=0.8293;

%%% Masa del eslabon 2 %%%

m2=0.3402;

%%% Longutud del eslabon 1 %%%

11=0.2032;

%%% Longutud del eslabon 2 %%%

12=0.3841;

%%% Longutud Al centro de mas del eslabon 1 %%%
Ic1=0.1551;

%%% Longutud Al centro de mas del eslabon 2 %%%
1c2=0.1635;

%%% Inercia del eslabon 1 %%%

11=0.005;

%%% Inercia del eslabon 2 %%%

12=0.0043;
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%%% Coeficientes de friccion

v1=0.245;

v2=0.27;

%%% Coeficientes de friccion de coulomb
c1=0.69;

c2=0.75;;

%%% Gravedad %%%

g=9.8;

% Parametros reducidos %%%

O1 = m1*(1c172)+m2*(11"2)+I1;

02 = m2*(1c2"2)+12;

03 = m2*11*Ic2;

04 = m1*1lc1+m2*11;

05 =m2*Ic2;

%%%%%% Modelo Dinamico del Robot
%Posiciones articulares

q=[x(1);x(3)];

% Velocidades articulares

ap=[x(2);x(4)];

% Matriz de Inercia

D11 =01+02+03*cos(x(3));

D12 = 02+03*cos(x(3));

D21 = 02+03*cos(x(3));

D22 =02;

% Matriz de Fuerzas Centripetas y Coriolis
C11 =-03*sin(x(3))*x(4);

C12 =-03*sin(x(3))*(x(2)+x(4));

C21 = -0O3*sin(x(3))*x(2);

C22=0;

% Vector de fuerzas de Gravedad

G1 = 04*g*cos(x(1))+O5*g*cos(x(1)+x(3));
G2 = O5*g*cos(x(1)+x(3));

% Vector de fuerzas disipativas (Friccion)
Fs1=.53;

Fc1=.35;

Vs1=.0018;

£1=0.042;

deltas1=2;

Fs2=.5;
Fc2=.25;
Vs2=.001;
2=0.04;
deltas2=2;
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Fvl=f1*x(2);
Fv2=2*x(4);,

Fr1=Fcl+(Fsl-Fcl)*exp(-abs((x(2)/Vsl))."deltas1)+Fvl;
Fr2=Fc2+(Fs2-Fc2)*exp(-abs((x(4)/Vs2)). deltas2)+Fv2;

% Matrices del robot
D=[D11,D12;D21,D22];
C=[C11,C12;C21,C22];

G=[G1;G2];

Fr=[Fr1;Fr2];

%Fr=[0;0];

N=Fr+C*qp+G;

%%% Vector de entradas de control (Tau)
T=[0;0];

% Ecuaciones de Estado
qpp=inv(D)*(T-N);

dx(1,1)=x(2);
dx(2,1)=qpp(1);
dx(3,1)=x(4);
dx(4,1)=qpp(2);

AEAAKRAIAKRAKXRAAKAAARAARAAKRAXAAAAAARAIAAAXAAAAAAAAAAAAAAIAhkAhArhhhhhhkihiihkihhihhiikiiiik

close all
clear all
cle

global dx
dx=zeros(4,1);

options=odeset('MaxStep',0.1,'InitialStep',0.1);
[t,x]=0de45('Robostrl',[0 80],[pi/2+0.2 0 0 0],options);

% Vector de fuerzas disipativas (Friccion)
Fs1=.53;

Fc1=.35;

Vs1=.0018;

£1=0.042;

deltas1=2;

Fs2=5;
Fc2=.25;
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Vs2=.001;
£2=0.04;
deltas2=2;

Fvl=f1*x(2);
Fv2=2*x(4);,

Fr1=Fcl+(Fs1-Fcl)*exp(-abs((x(:,2)/Vsl))."deltas1)+Fvl;
Fr2=Fc2+(Fs2-Fc2)*exp(-abs((x(:,4)/Vs2)). deltas2)+Fv2;

figure (1)

plot (t,x(:,1));

title('Posicion del primer eslabon ql1');
xlabel('Tiempo [Segundos]');
ylabel('ql [Radianes]');

grid

%legend('ql','qd1");

figure (2)

plot (t,x(:,3));

title("Posicion del segundo eslabon q2");
xlabel('Tiempo [Segundos]');
ylabel('q2 [Radianes]");

grid

%legend('q2','qd2");

figure (3)

plot (t,x(:,2));

title("Velocidad del primer eslabon q3');
xlabel('Tiempo [Segundos]');

ylabel('q3 [Rad/seg]');

grid

%legend('q3','qd3");

figure (4)

plot (t,x(:,4));

title('"Velocidad del segundo eslabon g4');
xlabel('Tiempo [Segundos]');

ylabel('q4 [Rad/seg]');

grid

%legend('q4','qd4");

figure (5)

plot (t,Frl);

title('Friccion de Stibeck en el actuador 1');
xlabel("Tiempo [Segundos]');
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ylabel('F1 [N/m]');
grid

figure (6)

plot (t,Fr2);

title('Friccion de Stibeck en el actuador 2');
xlabel('Tiempo [Segundos]');

ylabel('"F2 [N/m]");

grid

Friccion de Lugre.
function dx = RoboLugrel(t,x)
global dx

%%% Masa del eslabon 1 %%%
m1=0.8293;

%%% Masa del eslabon 2 %%%
m2=0.3402;

%%% Longutud del eslabon 1 %%%
11=0.2032;

%%% Longutud del eslabon 2 %%%
12=0.3841;

%%% Longutud Al centro de mas del eslabon 1 %%%
Ic1=0.1551;

%%% Longutud Al centro de mas del eslabon 2 %%%
1c2=0.1635;

%%% Inercia del eslabon 1 %%%
11=0.005;

%%% Inercia del eslabon 2 %%%
12=0.0043;

%%% Coeficientes de friccion

v1=0.245;

v2=0.27;

%%% Coeficientes de friccion de coulomb
c1=0.69;

c2=0.75;;

%%% Gravedad %%%

g=9.8;

% Parametros reducidos %%%
01 = m1*(1c1"2)+m2*(11°2)+11;
02 = m2*(1c2"2)+12;

03 = m2*11*Ic2;
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04 = m1*lc1+m2*11;

05 =m2*Ic2;

%%%%%% Modelo Dinamico del Robot
%Posiciones articulares

q=[x(1);x(3)];

% Velocidades articulares

ap=[x(2);x(4)];

% Matriz de Inercia

D11 =01+02+03*cos(x(3));

D12 = 02+03*cos(x(3));

D21 = 02+03*cos(x(3));

D22 =02;

% Matriz de Fuerzas Centripetas y Coriolis
C11 =-0O3*sin(x(3))*x(4);

C12 =-03*sin(x(3))*(x(2)+x(4));

C21 = -03*sin(x(3))*x(2);

C22 =0;

% Vector de fuerzas de Gravedad

G1 = 04*g*cos(x(1))+O5*g*cos(x(1)+x(3));
G2 = O5*g*cos(x(1)+x(3));

%%%%% Vector de fuerzas disipativas (Friccion)

% Parametros de la friccion de LuGre
sigma0=10"5;

sigmal=sqrt(10"5);

sigma2=0.4;

Fs1=.15;
Fcl=1;
Vs1=.001;

Fs2=18;
Fc2=.12;
Vs2=.0011;

% Funcion que describe el efecto Stribeck
gvl=(Fcl+(Fsl-Fcl)*exp(-(x(2)/Vs1)."2))/sigma0;
gv2=(Fc2+(Fs2-Fc2)*exp(-(x(4)/Vs2).”2))/sigma0;

% Promedio de deflexion de las cerdas
dz1=x(2)-(abs(x(2))/gv1)*x(5);
dz2=x(4)-(abs(x(4))/gv2)*x(6);

% Funcion que describe la Friccion de LuGre
Fri=sigma0*x(5)+sigmal*dz1+sigma2*x(2);
Fr2=sigma0*x(6)+sigmal *dz2+sigma2*x(4);
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% Matrices del robot
D=[D11,D12;D21,D22];
C=[C11,C12;C21,C22];

G=[G1;G2];

Fr=[Fr1;Fr2];

%Fr=[0;0];

N=Fr+C*qp+G;

%%% Vector de entradas de control (Tau)
T=[0;0];

% Ecuaciones de Estado
qpp=inv(D)*(T-N);

dx(1,1)=x(2);
dx(2,1)=qpp(1);
dx(3,1)=x(4);
dx(4,1)=qpp(2);
dx(5,1)=dzl;
dx(6,1)=dz2;

FhEIAAIAIAIAKXAAAAARIAAAIAXRALAAAAAARAIAKAAXAAAAIAAkALAAIAXAXAAIAAkIAAkArhkrhkdhkhrhrhrhihhhkhihkiiiix

close all
clear all
cle

global dx
dx=zeros(6,1);

options=odeset('MaxStep',0.1,'InitialStep',0.1);
[t,x]=ode45('RoboLugrel',[0 10],[pi/2+0.2 0 0 0 0 0],options);

% Parametros de friccion de Lugre
sigma0=10"5;

sigmal=sqrt(10"5);

sigma2=0.4;

Fs1=.15;
Fcl=.1;
Vs1=.001;

Fs2=.18;
Fc2=.12;
Vs2=.0011;

% Funcion que describe el efecto Stribeck
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gvl=(Fcl+(Fsl-Fcl)*exp(-(x(:,2)/Vs1)."2))/sigma0;
gv2=(Fc2+(Fs2-Fc2)*exp(-(x(:,4)/Vs2).”2))/sigma0;

% Promedio de deflexion de las cerdas
dz1=x(:,2)-(abs(x(:,2))./gv1).*x(:,5);
dz2=x(:,4)-(abs(x(:,4))./gv2).*x(:,6);

% Funcion que describe la friccion de LuGre
Frl=sigma0*x(:,5)+sigmal *dzl+sigma2*x(:,2);
Fr2=sigma0*x(:,6)+sigmal *dz2+sigma2*x(:,4);

figure (1)

plot (t,x(:,1));

title('Posicion del primer eslabon ql1');
xlabel('Tiempo [Segundos]');
ylabel('ql [Radianes]");

grid

%legend('ql','qd1");

figure (2)

plot (t,x(:,3));

title("Posicion del segundo eslabon q2");
xlabel('Tiempo [Segundos]');
ylabel('q2 [Radianes]");

grid

%legend('q2','qd2");

figure (3)

plot (t,x(:,2));

title("Velocidad del primer eslabon q3');
xlabel('Tiempo [Segundos]");

ylabel('q3 [Rad/seg]');

grid

%legend('q3','qd3");

figure (4)

plot (t,x(:,4));

title("Velocidad del segundo eslabon g4');
xlabel('Tiempo [Segundos]');

ylabel('q4 [Rad/seg]');

grid

%legend('q4','qd4");

figure (5)

plot (t,x(:,5));
title("Promedio de deflexion de la cerdas en el actuador 1');
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xlabel('Tiempo [Segundos]');
ylabel("%");
grid

figure (6)

plot (t,x(:,6));

title('Promedio de deflexion de la cerdas en el actuador 2');
xlabel('Tiempo [Segundos]');

ylabel('%");

grid

figure (7)

plot (t,gv1);

title('Funcion que describe el efecto Stribeck en el actuador 1');
xlabel('Tiempo [Segundos]');

ylabel('"N.m'");

grid

figure (8)

plot (t,gv2);

title('Funcion que describe el efecto Stribeck en el actuador 2');
xlabel('Tiempo [Segundos]');

ylabel('"N.m'");

grid

figure (9)

plot (t,Frl);

title('Friccion de LuGre en el actuador 1');
xlabel('Tiempo [Segundos]');
ylabel('"FLuGrel [N/m]");

grid

figure (10)

plot (t,Fr2);

title('Friccion de LuGre en el actuador 2');
xlabel('Tiempo [Segundos]');
ylabel('FLuGre2 [N/m]");

grid;
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Friccion de Dahl.
function dx = RoboDahl1(t,x)

global dx

%%% Masa del eslabon 1 %%%
m1=0.8293;

%%% Masa del eslabon 2 %%%
m2=0.3402;

%%% Longutud del eslabon 1 %%%
11=0.2032;

%%% Longutud del eslabon 2 %%%
12=0.3841;

%%% Longutud Al centro de mas del eslabon 1 %%%
Ic1=0.1551;

%%% Longutud Al centro de mas del eslabon 2 %%%
1c2=0.1635;

%%% Inercia del eslabon 1 %%%
11=0.005;

%%% Inercia del eslabon 2 %%%
12=0.0043;

%%% Coeficientes de friccion

v1=0.245;

v2=0.27;

%%% Coeficientes de friccion de coulomb
c1=0.69;

¢2=0.75;;

%%% Gravedad %%%

g=9.8;

% Parametros reducidos %% %
O1 = m1*(c172)+m2*(11"2)+I1;
02 = m2*(1c2"2)+12;

03 = m2*11*Ic2;

04 = m1*1lc1+m2*11;

05 =m2*Ic2;

%0%%%%% Modelo Dinamico del Robot
%Posiciones articulares
q=[x(1);x(3)];

% Velocidades articulares
qp=[x(2);x(4)];

% Matriz de Inercia

D11 = 01+02+03*cos(x(3));
D12 = 02+03*cos(x(3));

D21 = 02+03*cos(x(3));

D22 =02;
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% Matriz de Fuerzas Centripetas y Coriolis
C11 =-03*sin(x(3))*x(4);

C12 =-03*sin(x(3))*(x(2)+x(4));

C21 =-03*sin(x(3))*x(2);

C22 =0;

% Vector de fuerzas de Gravedad

G1 =04*g*cos(x(1))+O5*g*cos(x(1)+x(3));
G2 = O5*g*cos(x(1)+x(3));

%%%%% Vector de fuerzas disipativas (Friccion)

sigmal=.53;
Fc1=.05;
sigma2=.5;
Fc2=.03;

%Friccion de Dahl

dF1=sigmal*x(2)-(x(5)/Fcl)*abs(x(2));
%dF=sigma*x(2)-sigma*x(3)*x(2)*tanh(50*x(2))/Fc;
dF2=sigma2*x(4)-(x(6)/Fc2)*abs(x(4));
%dF=sigma*x(2)-sigma*x(3)*x(2)*tanh(50*x(2))/Fc;

% Matrices del robot
D=[D11,D12;D21,D22];
C=[C11,C12;C21,C22];

G=[G1;G2];

Fr=[x(5);x(6)];

%Fr=[0;0];

N=Fr+C*qp+G;

%%% Vector de entradas de control (Tau)
T=[0;0];

% Ecuaciones de Estado

gpp=inv(D)*(T-N);

dx(1,1)=x(2);
dx(2,1)=qpp(1);
dx(3,1)=x(4);
dx(4,1)=qpp(2);
dx(5,1)=dF1;
dx(6,1)=dF2;

FhEIAARIAIRIAXEAAAAARIAIAAIKXRALAAAAARAIAKAAXAAAAIAAALAAIAXAAXAAIAAkIAAkArkrhkdhkhrhrihihhikhihiiiix

close all
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clear all
cle

global dx
dx=zeros(6,1);

options=odeset('MaxStep',0.1,'InitialStep',0.1);
[t,x]=0de45('RoboDahl1',[0 100],[pi/2+0.2 0 0 0 0 0],options);

figure (1)

plot (t,x(:,1));

title("Posicion del primer eslabon ql1');
xlabel('Tiempo [Segundos]');
ylabel('ql [Radianes]');

grid

%legend('ql','qd1");

figure (2)

plot (t,x(:,3));

title("Posicion del segundo eslabon q2");
xlabel("Tiempo [Segundos]');
ylabel('q2 [Radianes]");

grid

%legend('q2','qd2");

figure (3)

plot (t,x(:,2));

title("Velocidad del primer eslabon q3');
xlabel('Tiempo [Segundos]');

ylabel('q3 [Rad/seg]');

grid

%legend('q3','qd3");

figure (4)

plot (t,x(:,4));

title("Velocidad del segundo eslabon g4');
xlabel('Tiempo [Segundos]');

ylabel('q4 [Rad/seg]');

grid

%legend('q4','qd4");

figure (5)

plot (t,x(:,5));

title('Friccion de Dahl en el actuador 1');
xlabel("Tiempo [Segundos]');
ylabel('FDahl1 [N/m]');
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grid

figure (6)

plot (t,x(:,6));

title('Friccion de Dahl en el actuador 2');
xlabel('Tiempo [Segundos]');
ylabel('FDahl2 [N/m]');

grid

Friccion de Maxwell.
function dx = RoboMaxSlip1(t,x)
global dx

%%% Masa del eslabon 1 %%%
m1=0.8293;

%%% Masa del eslabon 2 %%%
m2=0.3402;

%%% Longutud del eslabon 1 %%%
11=0.2032;

%%% Longutud del eslabon 2 %%%
12=0.3841;

%%% Longutud Al centro de mas del eslabon 1 %%%
Ic1=0.1551;

%%% Longutud Al centro de mas del eslabon 2 %%%
1c2=0.1635;

%%% Inercia del eslabon 1 %%%
11=0.005;

%%% Inercia del eslabon 2 %%%
12=0.0043;

%%% Coeficientes de friccion

v1=0.245;

v2=0.27;

%%% Coeficientes de friccion de coulomb
c1=0.69;

c2=0.75;;

%%% Gravedad %%%

g=9.8;

% Parametros reducidos %% %
O1 = ml*(c1"2)+m2*(11°2)+I1;
02 = m2*(1c2"2)+12;

03 = m2*11*Ic2;

04 = m1*lc1+m2*11;
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05 = m2*Ic2;

%%%%%% Modelo Dinamico del Robot
%Posiciones articulares

q=[x(1);x(3)];

% Velocidades articulares

ap=[x(2);x(4)];

% Matriz de Inercia

D11 =01+02+03*cos(x(3));

D12 = 02+03*cos(x(3));

D21 = 02+03*cos(x(3));

D22 =02;

% Matriz de Fuerzas Centripetas y Coriolis
C11 =-03*sin(x(3))*x(4);

C12 = -03*sin(x(3))*(x(2)+x(4));

C21 = -03*sin(x(3))*x(2);

C22=0;

% Vector de fuerzas de Gravedad

G1 =04*g*cos(x(1))+O5*g*cos(x(1)+x(3));
G2 = O5*g*cos(x(1)+x(3));

%%%%% Vector de fuerzas disipativas (Friccion)

% Parametros de la friccion de Maxwell Slip
betal=30;

f1=.045;

sigmal=.005;

c1=.25; % parametro de atraccion

s1=.024; %constante de deslizamiento de Coulomb

beta2=30;

2=.025;

sigma2=.0053;

c2=.251; % parametro de atraccion

$2=.0242; %constante de deslizamiento de Coulomb

Dz1=x(2);

if (x(2)< 0.0001 && x(2)> -0.0001)
Dz1= tanh(betal *x(2))*(1-(x(5)/s1));

end

Dz2=x(4);

if (x(4)<0.0001 && x(4)>-0.0001)
Dz2= tanh(beta2*x(4))*(1-(x(6)/s1));

end

%Funcion que describe el efecto de friccion de Maxwell Slip
Fri=(m1*x(5))+(sigmal*Dz1)+x(2);
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Fr2=(m2*x(6))+(sigma2*Dz2)+x(4);

% Matrices del robot
D=[D11,D12;D21,D22];
C=[C11,C12;C21,C22];

G=[G1;G2];

Fr=[Fr1;Fr2];

%Fr=[0;0];

N=Fr+C*qp+G;

%%% Vector de entradas de control (Tau)
T=[0;0];

% Ecuaciones de Estado
qpp=inv(D)*(T-N);

dx(1,1)=x(2);
dx(2,1)=qpp(1);
dx(3,1)=x(4);
dx(4,1)=qpp(2);
dx(5,1)=Dzl1;
dx(6,1)=Dz2;

sk 3 sk st ske s sk she ke sk s ske s sie she sk ske s sk sfe ke she st ske sfe sk sfe sk sfe st sk s sie she sk ske s sk sfe ke she sk sk sfe s sfe sk ske st sk sfe ke she sk ske s sk s ke ske st sk sfeosie seske sk sk skeoskeskok

close all
clear all
cle

global dx
dx=zeros(6,1);

options=odeset('MaxStep',0.1, InitialStep',0.1);
[t,x]=ode45('RoboMaxSlip1',[0 10],[pi/2+0.2 0 0 0 0 0],options);

% Parametros de friccion de Lugre
m1=0.8293;
m2=0.3402;

betal=30;

f1=.045;

sigmal=.005;

c1=.25; % parametro de atraccion

s1=.024; %constante de deslizamiento de Coulomb

beta2=30;
2=.025;
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sigma2=.0053;
c2=.251; % parametro de atraccion

$2=.0242; %constante de deslizamiento de Coulomb

% Elementos de deslizamiento
Dz1= tanh(betal *x(:,2)).*(1-(x(:,5)/s1));
Dz2= tanh(beta2*x(:,4)).*(1-(x(:,6)/s2));

%Funcion que describe el efecto de friccion de Maxwell Slip

Frl=(m1*x(:,5))+(sigmal*Dz1)+x(:,2);
Fr2=(m2*x(:,6))+(sigma2*Dz2)+x(:,4);

figure (1)

plot (t,x(:,1));

title('Posicion del primer eslabon ql1');
xlabel('Tiempo [Segundos]');
ylabel('ql [Radianes]");

grid

%legend('ql','qd1");

figure (2)

plot (t,x(:,3));

title('Posicion del segundo eslabon q2");
xlabel('Tiempo [Segundos]');
ylabel('q2 [Radianes]");

grid

%legend('q2','qd2");

figure (3)

plot (t,x(:,2));

title("Velocidad del primer eslabon q3');
xlabel("Tiempo [Segundos]');

ylabel('q3 [Rad/seg]');

grid

%legend('q3','qd3");

figure (4)

plot (t,x(:,4));

title("Velocidad del segundo eslabon g4');
xlabel('Tiempo [Segundos]');

ylabel('q4 [Rad/seg]');

grid

%legend('q4','qd4");

figure (5)
plot (t,Frl);
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title('Friccion de Maxwell Slip en el actuador 1');
xlabel('Tiempo [Segundos]');

ylabel('FMaxSlip1 [N/m]");

grid

figure (6)

plot (t,Fr2);

title('Friccion de Maxwell Slip en el actuador 2');
xlabel('Tiempo [Segundos]');

ylabel('FMaxSlip2 [N/m]");

grid
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